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Résumé 

We set up a formalism of endoscopy for metaplectic groups. By defining a suitable transfer 
factor, we prove an analogue of the Langlands-Shelstad transfer conjecture of orbital intégrais 
over any local ficld of characteristic zéro, as well as the fundamental lemma for units of the 
Hecke algebra in the unramified case. This generalizes prior works of Adams and Renard 
■ in the real case and serves as a first step to study the Arthur-Selberg trace formula for 

ÇSJ I metaplectic groups. 
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1 Introduction 

La formule des traces d'Arthur-Selberg est l'un des outils les plus puissants pour la théorie 
moderne des formes automorphes. Cette approche est surtout féconde lorsque l'on compare les 
formules des traces de deux groupes réductifs. Pour ce faire, il faut mettre la formule des traces 
sous une forme "stable" . La théorie de l'endoscopie, inventée par Langlands et ses collaborateurs, 
donne un plan pour résoudre ce problème pour les groupe réductifs^ 

D'autre part, il existe une famille de revêtements non linéaires Sp(2n, F) des groupes sym- 
plectiques Sp(2n, F) sur un corps local F, qui s'appellent les groupes métaplectiques. A un 
caractère additif non trivial ■0 : F — )• est associée une représentation admissible de 
Sp(2n,F), qui s'appelle la représentation de Weil. Bien que le revêtement métaplectique soit 
traditionnellement un revêtement à deux feuillets, pour des raisons techniques nous ferons agran- 
dir le revêtement métaplectique de sorte que p : Sp(2n, F) — Sp(2n, F) est un revêtement à 
huit feuillets. Autrement dit, Ker (p) = jjg := {z G : = 1}. Cela n'affecte pas les résultats 
que l'on cherche. 

Si l'on envisage d'établir et puis de stabiliser la formule des traces pour Sp(2n,F), le pre- 
mier pas est d'étudier le transfert local des intégrales orbitales ()5.20p . Cependant, on ne peut 
pas adapter littéralement la théorie de l'endoscopie car Sp(2n, F) n'est pas un groupe linéaire 
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algébrique ; en particulier il n'a pas de L-groupe. L'un des objets de cet article est de mettre en 
place un tel formalisme. 

Les représentations de Sp(2n, F) qui nous intéressent sont celles telles que la multiplication 
par chaque s S Ker (p) = ps agit par £ • id ; ces représentations sont dites spécifiques. Par 
exemple, la représentation de Weil est spécifique. Pour l'étude des représentations spécifiques, 
il suffit de considérer les fonctions telles que f{ex) = f{x) pour tout £ G [jg ; ces fonctions 
sont dites anti-spécifiques. Ces notions se généralisent à tout revêtement. La distinction entre 
objets spécifiques et anti-spécifiques est superficielle pour Sp(2n, F) (voir 12. ip . 

Notre approche se modèle sur l'endoscopie pour les groupes réductifs. Notons G := Sp(2n), 
G := Sp(2n,F). Tout d'abord il faut trouver des bonnes définitions pour : 

1. les groupes endoscopiques elliptiques H de G, 

2. la correspondance de classes de conjugaison semi-simples entre H et G, 

3. une notion de conjugaison stable sur G, 

4. le facteur de transfert A. 

Une fois que ceci sera fait, on pourra définir l'intégrale orbitale endoscopique 

S 

d'une fonction anti-spécifique / ; les notations sont analogues à celles pour l'endoscopie des 
groupes réductifs et on les expliquera dans ^5.51 Par la suite, on peut formuler le transfert de 
fonctions / i— ?■ qui fait concorder JjjQ{--,f) et l'intégrale orbitale stable J^i-,/^) sur H. 
Comme pour l'endoscopie pour les groupes réductifs, le transfert doit être explicite pour les 
fonctions sphériques dans le cas non ramifié (|5.21|) . De tels énoncés sont connus sous le nom de 
"lemme fondamental". 

Esquissons nos réponses aux questions ci-dessus. 

1. Soit F une extension finie de Qp, p > 2. Selon un résultat de Savin [19j, l'algèbre d'Iwahori- 
Hecke spécifique (ou anti-spécifique) de G est isomorphe à l'algèbre d'Iwahori-Hecke de 
S0(2n + 1), le groupe orthogonal impair déployé. Cela suggère que l'on doit regarder 
Sp(2n, C) comme le groupe dual de G ; de telles évidences existent aussi pour le cas F = R 
[2]. En poursuivant cette philosophie, on définit une donnée endoscopique elliptique de 
Sp(2n) comme une paire (n', n") G Z>q telle que n' + n" = n ; le groupe endoscopique 
associé est H^'^n" '■= S0(2n' + 1) x S0(2n" + 1). Contrairement à l'endoscopie pour 
S0(2n + 1), on distingue les données {n',n") et {n",n'). 

2. Soit 7 = (7', 7") G Hni^n"{F) semi-simple ayant valeurs propres 

a']^, . . . , a^/, 1, (aj^/) ^,...,(ax) ^, a'/, . . . , a^//, 1, (a^//) "^,...,(0'/) ^. 

provenant de 7' provenant de 7" 

On dit que b G G(F) correspond à 7 s'il est semi-simple avec valeurs propres 
a']^, . . . , aj^/, (a^/) ""^,...,(0'^) ^, — a'/, . . . , — aj(», — (a"») "^,...,—(0'/) ^. 

Cela induit une application entre classes de conjugaison semi-simples géométriques. 

3. Il y a aussi une définition ad hoc de stabilité : deux éléments semi-simples réguliers dans 
G sont stablement conjugués si leurs images dans G{F) sont stablement conjugués et si 
trwjl' — trcj^ prend la même valeur, 011 cj^ sont les deux morceaux irréductibles de la 
représentation de Weil. C'est aussi la voie poursuivie dans [Bll]. 
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4. Le facteur de transfert est plus subtil. Lorsque = M et n" = 0, Adams a défini un 
facteur de transfert A sur l'ensemble des éléments semi-simples réguliers dans G et il est 
égal à trcj^ — trcj^. Plus généralement, pour un groupe endoscopique H quelconque, le 
facteur de transfert est défini dans cet article comme un produit A = A'A"Ao, oir A', A" 
sont fabriqués à partir des caractères tr oj^ et Aq est un terme relativement simple qui est 
stablement invariant. Le facteur Aq coïncide avec le facteur défini par Renard ^]. Il n'y 
a pas de facteur A/y comme en [9], car nous avons normalisé les intégrales orbitales. 

Le facteur de transfert satisfait aux propriétés suivantes. 

Spécificité ()5.12p : on exige cette propriété de sorte que l'intégrale orbitale endoscopique 
(dl) est bien définie. 

Propriété de cocycle (|5.13p : c'est une condition naturelle pour l'endoscopie, qui affecte 
des signes aux classes de conjugaison dans une classe de conjugaison semi-simple régulière 
stable. 

Descente parabolique (jS.lSp : cela réduit le calcul du facteur de transfert aux éléments 
elliptiques ; c'est aussi la principale raison pour laquelle on travaille sur le revêtement à 
huit feuillets. 

Normalisation (|5.15p : dans le cas non ramifié, le facteur vaut 1 pour les éléments à 

réductions régulières qui se correspondent. 
Symétrie (j5.16p : qui relie les facteurs de transfert pour Hn'y et Hn"y ■ Cette symétrie est 

réalisée par la multiplication par une image réciproque canonique dans G de —1 G G (F), 

ce que l'on désigne encore par —1. L'usage d'un tel élément est loisible car on travaille 

avec le revêtement à huit feuillets. 
Formule du produit (j5.17p : elle servira à stabiliser les termes elliptiques réguliers dans 

la formule des traces. 

Les quatre premières propriétés et la descente semi-simple caractérisent le facteur de transfert 
dans le cas non ramifié (cf. [3]). 

Dans le cas F = M, J. Adams [I] a établi le relèvement de caractères entre G et S0(2n + 1) 
et D. Renard jlT] a démontré le transfert d'intégrales orbitales. Pour les groupes endoscopiques 
Hn'^n" en général, le transfert d'intégrales orbitales est établi par Renard dans le cas réel ; 
son formalisme paraît différent, mais il est équivalent au nôtre, pour l'essentiel. Pour F non 
archimédien, n' = 1 et n" = 0, J. Schultz a établi le relèvement de caractères entre G et S0(3) 
dans sa thèse [2D] . 

Indiquons brièvement notre approche. A la suite de Langlands, Shelstad [8j et Waldspurger, 
on applique la méthode de descente semi-simple de Harish-Chandra pour réduire le transfert 
à l'algèbre de Lie. Le revêtement disparaît et on se ramène à des situations composées de 
l'endoscopie pour les groupes unitaires et symplectiques, ainsi qu'une situation "non standard" 
étudiée dans [26j, à savoir le transfert entre les algèbres de Lie de Sp(2n) et S0(2n + 1). Grâce 
aux travaux de Ngô Bao Châu [15], le transfert est maintenant établi dans chaque situation 
ci-dessus. Le noyau technique de cet article est donc de prouver que notre facteur A se descend 
en les bons facteurs aux algèbres de Lie. On demande de plus que les facteurs ainsi descendus 
soient normalisés dans le cas non ramifié. 

Récapitulons la structure de cet article. 

- Dans §2, on recueille les définitions et propriétés de base du groupe métaplectique. L'usage 
de cocycles est minimaliste. Il y a aussi des discussions de revêtements non linéaires en 
général. 

- Dans §3, on paramètre explicitement les classes de conjugaison dans les groupes classiques. 
La classification est bien connue. Remarquons que notre convention diffère que celle de |25] 
(voir 13.1^ . Faute d'avoir une référence complète, on y reproduit toutes les démonstrations. 

- Dans §4, on rappelle les formules du caractère de la représentation de Weil dues à Maktouf 
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en suivant l'approche de T. Thomas [23]. Leurs approches reposent sur le modèle de 
Schrôdinger du groupe métaplectique. Ces formules servent aussi à caractériser le scindage 
au-dessus d'un parabolique de Siegel (|4.7|) . Pour traiter le cas non ramifié, il faudra aussi 
étudier le caractère via le modèle latticiel. 

- Dans §5, les fondations de l'endoscopie sont mises en place. On établit aussi des résultats 
utiles pour les articles qui feront suite. 

— La section §6 traite le transfert archimédien. On réconcilie le formalisme de Renard avec 
le nôtre. On prouve que nos facteurs de transfert coïncident et le transfert archimédien 
en résulte. 

— La section §7 est consacrée à la descente semi-simple. La descente des termes A', A" 
repose sur des formules de Maktouf et le calcul de l'indice de Weil de la forme de Cayley 
(j4.16|) . D'autre part, la descente du terme Aq est une manipulation des symboles locaux 
et des formes quadratiques. 

- La section §8 reprend les arguments pour l'endoscopie des groupes réductifs (cf. [M]); 
on établit le transfert non archimédien et le lemme fondamental pour les unités par la 
méthode de descente. 

Dans §6-§7, on travaillera avec le revêtement métaplectique à f feuillets avec 8|f. Dans §8, on 
supposera f = 8. 

Enfin, signalons un autre formalisme de l'endoscopie pour Sp(2n) proposé par Renard dans 
|18j pour le cas F = M. Grosso modo, les données endoscopiques elliptiques sont toujours en 
bijection avec les paires (n', n") G Z>q telles que n' + n" = n, mais les groupes endoscopiques 

sont Sp(2n') x Sp(2n"). Le facteur de transfert est Aq. Nous étudierons une variante de ce 
formalisme en détail dans ^ dont les définitions marchent dans le cas non archimédien sans 
modification. En particulier, on peut parler du transfert d'intégrales orbitales à la Renard. 

Remarquons que l'on peut déduire le transfert à l'aide du transfert à la Renard composé 
avec le transfert de Sp(2A;) vers S0(2/c -|- 1) (associé à la paire {k, 0)) pour k = n' et k = n". Vu 
la définition du facteur de transfert A = A'A"Ao, cette approche paraît raisonnable. En effet, 
le transfert pour F = M sera démontré de cette façon dans ^ Réciproquement, si l'on peut 
montrer que chaque intégrale orbitale stable sur S0(2m + 1) provienne de Sp(2m) via transfert, 
alors le transfert à la Renard résulte de notre formalisme. On espère revenir un jour sur cette 
question. 

Remerciements J'exprime ma forte gratitude à Jean-Loup Waldspurger pour m'avoir pro- 
posé ce sujet et pour ses nombreuses remarques cruciales pendant ce travail. Je remercie 
également David Renard pour des discussions sur le cas réel. Enfin, je remercie le référée pour 
d'utiles remarques. 

Conventions 

On note S"*^ le groupe {z G : \z\ = 1}. Si f G Z, on note pf le groupe {z G : z^ = 1}. 
Si A est une algèbre centrale semi-simple de dimension finie sur un corps F, on note la trace et 
la norme réduite par tr a/F 6t N^/f respectivement. 

Corps locaux Soit F un corps local non archimédien, on note Op l'anneau des entiers, pp 
l'idéal maximal de Oj? et tup une uniformisante choisie. On prend toujours la valuation v sur 
F telle que vI-djf) = 1- Le conducteur d'un caractère additif ip : F ^ §^ non-trivial est le plus 
grand sous OiT'-module o de F tel que V'Ia = 1- Le symbole de Hilbert quadratique pour le corps 
local F est noté par (•, •)_f- Le groupe de Galois absolu de F est noté Tp. 
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Groupes réductifs Soit F un corps et M un i^-groupe réductif. La composante connexe de 
M est notée M°. Soit R une F-algèbre commutative, on note l'ensemble de iî-points de M par 
M{R). Lorsque M est un groupe classique, on confond systématiquement M (F) et M. 

Supposons que M agit algébriquement sur une F- variété X. Pour x G X(F), on note C 
M son fixateur et Mx := (M^)^. Par exemple, M agit sur lui-même par conjugaison et on 
obtient ainsi les commutants. 

Supposons M connexe et soit m G M {F). La classe de conjugaison contenant m est notée 
0{m). On dira que mi,m2 G M{F) sont géométriquement conjugués s'ils sont conjugués par 
M {F). La classe de conjugaison géométrique contenant m E M {F) est notée par 0^'^°{m). 
L'ensemble de classes de conjugaison (resp. conjugaison géométrique) semi-simples dans M est 
noté par '^ss(iVf) (resp. '^is'^{M)). L'ensemble des éléments semi-simples dans M{F) est noté 
M(F)ss. On dira qu'un élément m S M{F)ss est régulier si Mm est un tore, on dira qu'il est 
fortement régulier si de plus M"^ = Mm- L'ouvert de Zariski des éléments semi-simples réguliers 
dans M est noté Mj-eg. 

Soient mi,m2 G M(F)ss, on dira qu'ils sont stablement conjugués s'il existe x G M{F) tel 
que x~^mix = 1712 et xa{x)-^ G Mm^iF) pour tout a G Tp- La classe de conjugaison stable 
contenant m est notée par 0^^{m) ; l'ensemble de classes de conjugaison stable semi-simples 
dans M est notée par '^gg*(M). Si m est fortement régulier, alors 0^^°{m) = 0^^{m). On dit 
qu'une fonction <p est stablement invariante si 0^^{x) = 0^^{y) implique (p{x) = (p{y)- 

Éléments compacts Soit F un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle 
p. Soient M un F-groupe réductif connexe et (5 G M (F). On dit que ô est compact si l'en- 
semble 6^ est d'adhérence compacte dans M (F). On dit que 6 est topologiquement unipotent si 
lim„_s.oo 6^" = 1. Soit X G tn(F), notons T le plus grand -F-tore central dans le commutant de sa 
partie semi-simple Xg- On dit que X est topologiquement nilpotent si |x*(Xs)|i? < 1 pour tout 
X* G X*{T). Si p est assez grand (voir [26] 4.4 pour une borne explicite), l'exponentielle fournit 
un homéomorphisme de l'ensemble des éléments topologiquement nilpotents sur l'ensemble des 
éléments topologiquement unipotents. Tout élément compact S admet une décomposition de Jor- 
dan topologique ô = exp{X)r] = T/exp(X), oii X est topologiquement nilpotent et r] est d'ordre 
fini premier à p. Cette décomposition est unique, rj et exp(X) appartiennent à l'adhérence de 
ô^. Les détails se trouvent, par exemple, dans [2Bj 5.2. 

Formes quadratiques Dans ce texte, on ne considère que les formes quadratiques non 
dégénérées. Soient A un anneau commutatif avec ^ et ai, . . . , £ , on note (ai, . . . , a^) la 
A-forme quadratique sur A"^ définie par 

{xi, . . . , Xfn') ' ^ QiiX^ + . . . Clm^m- 

On note par H la forme hyperbolique de rang 2. On abrège souvent une forme quadratique 
(V, q) par q. Si F est un corps local et q est une F-forme quadratique, on note det q le déterminant 
de q et s{q) l'invariant de Hasse de q. On note la somme orthogonale des formes qi et q2 par 
9i © 92- Pour un caractère additif non-trivial ^p : F ^ et une F- forme quadratique q, notons 
7^ (g) l'indice de Weil défini dans [27j. Il induit un homomorphisme du groupe de Witt W{F) 
vers DJs. 
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2 Le groupe métaplectique 



2.1 Revêtements de groupes réductifs 

Soient F un corps local et m G Z>i. Soient M un F-groupe algébrique et p : M — M (F) une 
extension centrale de groupes topologiques telle que Ker (p) ~ pm ; on l'appelle un revêtement 
à m feuillets. Il y a une notion naturelle d'équivalence pour de tels revêtements. Le groupe M 
est localement compact. De plus, il est totalement discontinu si F est non archimédien. Nous 
fixons toujours une identification Ker (p) = jj^. 

Supposons M réductif. Soit P un sous-groupe parabolique défini sur F dont U est le radical 
unipotent. Alors il existe un unique scindage s : U{F) — )• M pour p, qui est invariant par 
conjugaison par P{F) ([H], appendice A). 

Objets spécifiques Soit C^{M) l'algèbre de fonctions lisses à support compact sur M, munie 
du produit de convolution. Il y a une décomposition 

c^m = (M) 

XeHom(|iJm,C>< ) 

selon l'action par translation par pm- Idem pour l'espace des fonctions de Schwartz S (M) lorsque 
F est archimédien. 

Soit X £ IIom([]jm, ). Une fonction dans C^(M) (resp. S-^{M)) est dite x-équivariante. 
Ceci permet de définir la notion de distributions x-équivariantes. Une représentation vr de M 
est dite x-équivariante si vr|||j^ est une somme de x- caractère d'une représentation de M, 
pourvu qu'il soit bien défini, est x-équivariante si et seulement si sa représentation l'est. 

Notons x~ : Pm ^ le plongement standard. Pour x = X- (resp. x = Xl^)) les objets 
X-équivariants sont abrégés comme spécifiques (resp. anti-spécifiques). Les objets spécifiques 
(resp. anti-spécifiques) sont affectés de l'indice — (resp. --). Par exemple, on définit les espaces 
C^_{M) et C^--{M). Lorsque F est archimédien, on définit de la même manière les espaces 
5_'(M) et 5- (M). 

Pousser-en-avant Soit m|m'. On peut pousser-en- avant l'extension centrale 1 — s- jj^ — t- M — t- 
M (F) 1 via pm ^ Pm' et on obtient ainsi un revêtement à m'-feuillets p' : M' — )• M (F). 
On le note aussi par M' = M x^^ pm'- La restriction de M' à M identifie les objets spécifiques 
sur M' à ceux sur M (par exemple les fonctions, les représentations etc.). De même pour les 
objets anti-spécifiques. 

Tout revêtement que l'on rencontrera dans cet article provient d'un revêtement à deux 
feuillets. Indiquons un passage entre objets spécifiques et anti-spécifiques dans telles situations. 

Proposition 2.1. Soient m G 2Z>i, p : M — t- M{F) un revêtement à deux feuillets et M' := 
M Xjj2 Pm- Alors il existe un caractère continu Ç : M' — Pm/2 que ^([m,e]) = 

L 'application vr i— )■ vnSiÇ est une bijection des représentations spécifiques sur les représentations 
anti-spécifiques. L'application f ^ induit un isomorphisme d'algèbres C^_{M') — )• C^--{M') ; 
elle induit un isomorphisme S-{M') —s- S--{M') si F est archimédien. 

Démonstration. On vérifie que Ç est bien défini et continu. Le reste en résulte immédiatement. 

□ 

Remarque 2.2. On aura parfois besoin de considérer M' := M x jj,^ , qui est une extension de 
M {F) par . Les définitions ci-dessus sont pareilles pour M' et on a toujours ladite équivalence 
entre objets spécifiques/anti-spécifiques. 
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Si F est un corps global et A son anneau d'adèles, alors les terminologies précédentes 
s'adaptent aux revêtements de M{k) où k est une sous-algèbre de A munie de la topologie 
induite. 

Nous adoptons systématiquement la convention de désigner un élément dans M par m, etc., 
et sa projection dans M{F) par m, etc. 

2.2 La représentation de Weil et le groupe métaplectique local 

Soit F un corps local de caractéristique nulle. On fixe un caractère additif non trivial ip : 

Soient n > et (W, (•!•)) un i^'-espace symplectique de dimension 2n. On supprime souvent 
la forme (•!•) quand on parle d'un tel espace. 

Le groupe de Heisenberg H{W) associé à (W, (•!•)) est l'espace W x F muni du produit 



/ ^ / / /X / / / (w\w')\ 

{w,t) ■ {w',t') = iw + w',t + t'+ ^ ^ M 



Le centre de H{W) est {0} x F ~ F, on l'identifie à F. 

Notons Sp(Ty) le groupe symplectique associé à (W, (•!•)). Il agit sur H{W) par 

9 ■ {w,t) = {g{w),t). 

Le théorème de Stone-von Neumann affirme qu'il existe une et une seule représentation lisse 
irréductible {p^,S^) de H{W) à caractère central ip, à isomorphisme près. De plus, une telle 
représentation est admissible et unitarisable. 

Soit g E Sp(Ty). La représentation 

P%-h^ P^{g ■ h) 

vérifie encore les propriétés du théorème de Stone-von Neumann, d'oii un opérateur d'entrela- 
cement M [g] : :— )• tel que 

M[g] o = o M[g]. 

L'opérateur M [g] est unique à une constante multiplicative près, donc g i— )• M [g] est un ho- 
momorphisme Sp(VF) — )• PGL(5'^). Si l'on remplace {Pip,S^) par sa version unitaire, on peut 
supposer que M[g] est une isométrie. 
Posons 

S^^iW) := {{g, M) G Sp{W) x GL(5^) : M o p^ = p^^ o M}. 
Cela fournit une extension centrale de Sp(VF) par et Sp^{W) admet une structure naturelle 

(2) ^ , 

de groupe localement compact ([27j, §35). Notons Sp (W) le groupe dérivé de Sp^(l^). 

~(2) , (2) 

Si F = C, le revêtement p : Sp (W) —s- Sp(VF) est scindé et on identifie Sp (W) à 
P2 X Sp(VF) ; sinon, p est l'unique revêtement non trivial à deux feuillets de Sp{W). C'est 
pourquoi nous avons supprimé l'indice ip. La représentation de Weil attachée à ip est la composée 

(2) 

io^ : Sp (W) M- Sp^(VF) — )• GL(5^). Elle se décompose en deux morceaux non-isomorphes 
irréductibles, l'un dit pair (+) et l'autre impair (— ) : 



oii les représentations sont admissibles et unitarisables. Cela permet de définir ses caractères 



(2) 

comme distributions spécifiques sur Sp (W). 
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Soit f G 27,>i. Posons 

Sp^'\w) := Sp^^\w)x^, p,. 

~(f) 

Notons le revêtement Sp (W) — )• Sp(M^) par la même lettre p. On obtient ainsi une famille de 

— (f) — (f) 

revêtements indexée par 2Z>i telle que Sp (W) C Sp (W) si et seulement si f |f'. Regardons 

u!^ comme représentations spécifiques sur les Sp^ Idem pour leurs caractères. 

— (f) 

Dans le cas F = C, on a un scindage canonique Sp (W) ~ [pf x Sp(H^). Dans le cas trivial 

— (f) 

W = {0}, nos définitions entraînent que Sp (W) = pf. 

2.3 Sous-groupes et réseaux hyperspéciaux 

Supposons que F est non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2. Soit L C VF un 
Oi?-réseau, on définit son réseau dual comme 

L* := {w £ W : ym £ L, {w\m) G o^}. 

Un réseau L dans W est dit autodual si L* = L. De tels réseaux existent toujours. 

Théorème 2.3. Si L est un réseau dans W tel que L* = L ou L* = ppL, alors Kl '■= 
Staba,p(^lY^{L) est un sous-groupe hyperspécial de Sp(Vl^). Cela fournit une correspondance bi- 
univoque entre les sous-groupes hyperspéciaux et les réseaux L tels que L* = L ou L* = ppL. 

Un tel réseau L détermine un modèle de Sp(Ty) sur Op. On définit le réseau hyperspécial 
dans sp(Ty) associé à L par Îl '■= sp{W,Of)- Si l'on remplace (•!•) par vjf{-\-) alors cela a 
pour effet d'échanger les réseaux L avec L* = L et ceux avec L* = TUpL, à homothéthie près ; 
pourtant Sp(VK) ne change pas. 

Observons aussi que Sp(Ty) agit transitivement sur les réseaux autoduaux. Nous avons fixé 
une forme symplectique (•!•) sur W, cela a l'effet de distinguer une classe de conjugaison cano- 
nique de sous-groupes hyperspéciaux de Sp(Ty), à savoir ceux associés aux réseaux autoduaux. 
On ne considère que des tels sous-groupes hyperspéciaux dans cet article. 

2.4 Modèles de la représentation de Weil 

Nous donnerons deux constructions pour la représentation {p^,S^) et les opérateurs d'en- 
trelacement M[g] dans les définitions précédentes. Commençons par une construction générale. 

Soit A C W un sous-groupe tel que Ap := A x F est un sous-groupe abélien maximal dans 
H{W) ; ceci est équivalent k A = A-^ où A-^ := {w £ W : Va £ A, 'ip{{a,w)) = 1}. Puisque 
Ap/{{0} X Ker (ip)) est abélien, il existe un caractère ipA : Ap ^ §^ qui prolonge 1 x ^ sur 
{0} X F. On définit 

{pa,Sa) := Ind^^^^(V'A)• 
Théorème 2.4. {pa,Sa) est une représentation lisse irréductible à caractère central ip. 

2.4.1 Le modèle de Schrôdinger 

Les détails se trouvent dans [22} [23]. 

Un sous-espace ^ C VF est dit un lagrangien dans VF si ^ est totalement isotrope de dimension 
maximale pour (•!•). Notons Lagr(VF) l'ensemble des lagrangiens dans W . 

Dans la construction ci-dessus, prenons pour A = l £ Lagr(VF). Dans ce cas-là ip = i x F 
comme groupes topologiques, et on peut prendre xjj£ = 1 x ijj. Soit (pi, Si) la représentation 
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ainsi obtenue. On fixe une mesure de Haar sur £ et on prend la mesure autoduale sur W par 
rapport à tp{{-\-)). La représentation (pijSi) s'identifie à l'espace des vecteurs lisses de l'induite 
compacte mdfj;^\'ipi). 

Soit i' un autre lagrangien muni d'une mesure de Haar. P. Perrin a défini un opérateur 
d'entrelacement canonique 

^i'^e : Si — > Si'. 

C'est essentiellement une transformation de Fourier partielle convenablement normalisée. 
Soit g G Sp{W), alors on obtient une isométrie par transport de structures : 

g^: : Si ^ Sgi. 

Définissons 

Mi[g] := ^i^gi og^= g^o ^g-ii^i. 

On vérifie que {g, Mi[g]) G Sp^(l^). Grosso modo, la représentation sur Sp^(W) ne peut 
pas être définie sur Sp(Ty) car ^-!^e".e' ° •'^i' ,i n'est pas égale à mais diffère par un nombre 

complexe de module 1 £ Lagr(VF) quelconques). Pour expliciter cette obstruction, 

récapitulons des propriétés de l'indice de Maslov telle qu'elles sont énoncées par T. Thomas 
[22]. 

Etant donnés ii, . . . ,im G Lagr(T^) (m > 3), On définit une F-forme quadratique r(£i, . . . ,£rn 
Elle s'appelle l'indice de Maslov. Soit [t(£i, . . . ,im)] sa classe dans le groupe de Witt W{F) ; 
cette classe satisfait aux propriétés suivantes. 

1. Invariance symplectique. Pour tout g G Sp(VF), 

) - r{gii,.. .,gi 

m ! ■ 

2. Additivité symplectique. Soient Wi,W2 deux F-espaces quadratiques et W := Wi © 
W2. Si il,..., lm(^ Lagr(l^i) et e Lagr(W2), alors 

3. Symétrie diedrale. 

T{ii,...,i^)c^T{i2,...,im,il), 
[r{ii,...,i^)] = -[T{i^,...,il)]. 

4. Condition de chaîne. Pour tout 3 < /c < m, on a 

[T{ii,...,i^)] = [T{ii,...,ik)] + [T{ei,ek,---Jm)]. 

Dans le cas m = 3, l'espace r(£i,^2,^3) est Witt équivalent à l'indice de Maslov défini par 
Kashiwara [TT]. Vu la condition de chaîne, cela détermine [t(£i, . . . ,im)] £ W{F) pour m > 3 
quelconque. La dimension de r est aussi calculée : 

Proposition 2.5 ([22]). Regardons les lagrangiens £i, . . . ,im comme indexés par Z/mZ. Alors : 
dimr(£i,...,U= Y, dim(^,n£,+i) + 2dim f| i^. 

Théorème 2.6 (G. Lion, P. Perrin). Soient ii, . . . ,im G Lagr(W^) (m> 3). Alors 

o • • • o = 7v(-t(^i, • • • ,0) • ids,^ • 
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Corollaire 2.7. Soit l E Lagr(VF), alors pour tout x,î/ G Sp(VF) on a 

Me[x] ■ Me[y] = -/^{T{i,yi,xyi))Me[xy]. 
On en déduit un scindage au-dessus d'un sous-groupe parabolique de Siegel. 

Proposition 2.8. Soit l € Lagr(VF). Notons le sous-groupe de Sp(l^) qui stabilise i, alors 
ai: x^ {x,Mi[x\) fournit un scindage de p : Sp^(Pl^) — î- Sp(VK) au-dessus de Pii{F). 

Démonstration. Vu la définition de la topologie sur Sp^(Ty) ([27J, §35), la continuité de an est 
immédiate. Il suffit que t{1, xx'l) = pour tous x, x' G Pi{F). Or dans ce cas r(^, x^, xx't) = 
T{i,i,i), et 12.51 montre que sa dimension est zéro. □ 

Définition 2.9. L'élément <T£(— 1) dans Sp^{W) est central d'ordre 2. Il s'envoie sur —1 dans 
Sp(VF). On le note abusivement par —1. Cette convention sera justifiée par le fait qu'elle ne 
dépend pas de £ ()2.10p et qu'elle est compatible avec tout scindage de p dont nous ferons usage 
(1^201 IMH). 

On abrège souvent (—1) • x par —x, pour tout x G Sp^(VF). L'indépendance du choix de i 
résulte de la proposition suivante. 

Proposition 2.10. L'élément —1 G Sp^(VF) agit par ±id sur S^. 

Démonstration. Fixons i G Lagr(l^). On se ramène à prouver que M£[— 1] agit par itid sur S^, 
ce qui résulte des formules explicites dans chapitre 2, II.6. □ 

— (f) 

Il sera démontré que —1 vit dans le revêtement Sp (W) pourvu que 8|f ()2.16p . On obtiendra 
aussi une caractérisation de —1 par la valeur du caractère de la représentation de Weil. 



2.4.2 Le modèle latticiel 

Dans cette sous-section, F est supposé non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2. 
Fixons un o^-réseau L C W tel que L = L-*- et prenons A = L dans la construction générale de 
{pa,Sa)- De tels réseaux existent toujours. 

Prenons Lp = L x F. Puisque p > 2, Li? est un sous-groupe de H{W) et on peut prendre 
'i/'L(a,t) = ip{t). D'oîi une représentation lisse {pl,Sl) de H{W). 

On choisit un système de représentants R C W de l'espace discret W/L. Pour tout r G R, 
définissons une fonction localement constante à support compact fr : H{W) — )• C par 

[0, sinon 

où r' £ R et a G L. Ces fonctions forment une base de Sl- Si l'on munit Si du produit hermitien 
ifld) •= S«)giy/L /(^' 0) sn rappelant que W/L est discret, alors {fr}reR est une base 
orthonormée. 

Proposition 2.11. Posons K := StabQ,p(w){^) ■ Pour x G K, soit Ml[x] : Sl^ Sl l'opérateur 
unitaire g{-) i— )• g{x~^{-)). Alors x i— )• {x,Ml[x\) est un homomorphisme injectif continu de K 

(2) 

dans Sp^{W). Ceci fournit un scindage de p : Sp {W) — ?■ Sp(VF) au-dessus de K. 
Démonstration. Pour la deuxième assertion, voir [13j, Chapitre 2, 11.10. □ 
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Le sous-groupe ouvert compact K est toujours hyperspécial. Nous identifions désormais K 

(2) 

comme un sous-groupe ouvert compact de Sp (W). 

Proposition 2.12. Soient {fr}reR les fonctions définies précédemment. Pour r,r' G R et 
X £ K, on a 

, / {r\x~^(r') -r)\ . -, , 
^ U L ^ SI x^^{r') - r e L 



(Mi[x]/,)(/,0) 

0, sinon. 
Autrement dit, si r' & R représente la classe x^^(r) mod L, alors on a 

{ML[x]fr)=^l^( ^"^'''y^^ \fr'. 



Remarque 2.13. Lorsque ij) est de conducteur Op, on a M-*- = M* pour tout réseau M C W ; 
en particulier, L est autodual. 

Remarque 2.14. Supposons tp de conducteur Op. Posons 

H{L) := Lx Op. 

C'est un sous-groupe ouvert compact de H{W). Soit {p^,S^) une représentation satisfaisant 
aux énoncés du théorème de Stone-von Neumann. En utilisant le modèle latticiel associé a un 
réseau autodual L, on montre que 

dimcS'^^^^ = 1. 

En effet, cet espace engendré par la fonction caractéristique de L. Soit sl & ,sl/0, alors 

Mi[3;] est caractérisé par Ml[x]{sl) = sl- 

Montrons une compatibilité entre le modèle de Schrôdinger et le modèle latticiel qui sera 
utile. Supposons qu'il existe 1,1' G Lagr(ty) tels que VF = £ f et L = n L) (f n L). Soit 
X G Sp(T^) tel que x£ = ^ et xt' = t. 

Proposition 2.15. Conservons les hypothèses ci-dessus. Soit T un F -tore maximal déployé 
dans Pi n Pi', alors Mi[x] = Ml[x] pour x G T{F) D K. 

Démonstration. Du point de vue du modèle de Schrôdinger, est engendré sl '■= '^Lne' 

([13] chapitre 2, IL 10). On a Ml[x]{sl) = sl car x £ K. D'après la formule explicite de M£[x] 
([13] chapitre 2, IL 6), on a aussi Mi[x]{sL) = sl, d'oii l'assertion. □ 

2.4.3 La construction de Lion-Perrin 

Le modèle de Schrôdinger conduit à une construction du revêtement à deux feuillets p : 

(2) 

Sp (w) — )• Sp(iy), étudiée systématiquement par Lion et Perrin ^lOj . 
Pour V un F-espace vectoriel de dimension finie, posons 



o{V) ■.= {/\V\{0})/F 



x2 



C'est un torseur sous F^ /F^"^ ; ici nous adoptons la convention /\ {0} = F de sorte que 
"({0}) — F^ /F^'^. Un élément dans o{V) est dit une orientation de V. 
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Soient £i,i2 G Lagr(VF) et Cj G o{£i) {i = 1,2). Les F-espaces vectoriels H ^2) et 

^2/(^1 n^2) sont en dualité par rapport à (•!•), d'oii l'accouplement 

(•!•): o(£i/(£i n £2)) X 0(^2/(^1 n £2)) ^ i^V^""'- 

Fixons une orientation e G 0(^1 0^2) et choisissons ëj G o(^î/(^i n^2)) de sorte que ëj Ae = 
= 1,2). Définissons 

:= (ëi|ë2)GFX/Fx2. 

C'est indépendant du choix de e. 

Fixons maintenant £ G Lagr(VF) et e G o(^). Pour tout g G Sp(VF), munissons gl de l'orien- 
tation transportée. On définit 



m, 



— (2) 

Cela ne dépend pas du choix de l'orientation e. On construit Sp (W^) comme l'ensemble des 

(5,t), g G Sp(W^), t : Lagr(VF) ^ C>< 

tels que 

- t{lf = 7713(^)2 pour tout 

- t{i') = -f^{T{i,gi,gi',e'))t{e) pour tout 

(2) 

La multiplication dans Sp (PF) est définie par {g,t){g',t') = {gg',tt' ■ Cg^gi) on 

WW=7^(r(A5AW^)). 

(2) 

On définit p : Sp {W) Sp(M^) par p((7, t) = g. En utilisant les propriétés de l'indice de 
Maslov, on vérifie que la multiplication est bien définie et associative, et que p est un revêtement 
à deux feuillets. L'élément neutre est (1, 1) oii 1 est la fonction constante de valeur 1. 

Soit i G Lagr(VF), on définit la fonction d'évaluation ev£ par 

(2) 

V(5,t) GSp' \W^), ev,((7,t) =t(£). (2) 

(2) 

Etant fixé un lagrangien ^ G Lagr(VF), on a un plongement de Sp {W) dans Sp^(VF) par 
le modèle de Schrôdinger : 

{g,t)^{g,t{l)M,[g]). 

~{2) , , 

L'image ne dépend pas du choix de l et cela identifie Sp (M^) au sous-groupe dérivé de Sp^(M^). 
Notons P = le stabilisateur de i ; c'est le sous-groupe parabolique de Siegel associé à i. 

Le résultat suivant affirme que le revêtement Sp^ \w^) est suffisamment grand pour réaliser le 
modèle de Schrôdinger. 



Proposition 2.16. Le scindage : P(P) — Sp^(Ty) dans \2.8\ est à valeurs dans Sp (W). 



En particulier, l'élément —1 dans\2^ appartient à Sp (W). 

~{2) 

Démonstration. On a a£{g) = {g,M£[g]). Il existe t : Lagr(l^) — )• tel que {g,t) G Sp (W). 
On voit que cri{g) et l'image de {g,t) dans Sp^{W) diffèrent par t{i) G C^. D'après la construc- 
tion de Perrin-Lion, t{£) est un produit des indices de Weil 7^(-)) qui appartiennent à jjg. D'oir 
l'assertion. □ 

Remarque 2.17. Soit Pi = MU une décomposition de Lévi, alors le scindage est unique sur 
U{F) ([13J, appendice 1). Nous donnerons une caractérisation de ai\M en termes du caractère 
de Lo^ KEh . 



13 



2.5 Le cas global 

Dans cette section F est un corps de nombres. Notons A l'anneau d'adèles associé à F. 
Fixons un caractère non-trivial ip : A/ F — t- S^, regardé aussi comme un caractère de A avec 
décomposition en composantes locales 



V 

Fixons un F-espace symplectique {W, (•!•)) défini sur Op, notons L l'ensemble de OiT'-points 
de W, c'est un OiT'-réseau dans W. Pour toute place v de F, on construit les objets suivants : 

(ly,, (•!•)) := {W,{-\-))^fF,; 
H{Wv) : le groupe de Heisenberg; 

{pv,Sv) : représentation irréductible lisse à caractère central ip^; 

~(f) 

Sp^{Wv),Sp {Wi,),pv ■ les revêtements (f G 2Z>i); 

uj^^ : la représentation de Weil. 

Pour presque toute place finie v, ip^ est de conducteur o„ et le complété L„ de L est autodual. 
Pour une telle v, posons := Stab(L^) et G le vecteur correspondant à la fonction 
caractéristique de Ly pour le modèle latticiel (cf. I2.14p . 

On définit {pip,S^) = 5'^), produit restreint par rapport aux vecteurs Sy. On définit 

le groupe de Heisenberg adélique H{W,A) par rapport à L, alors {p^, S^) est une représentation 

de H{W,A) à caractère central tp. Le groupe Sp(VF, A) agit sur H{W,A) de façon naturelle. 

- — (f) 

On sait construire le produit restreint HîjSp (Wy) par rapport aux Ky. Posons 



N 



I (Sy) G 0Ker (p.) = jJf : J]^- = ^ [ 



S/\W,A) -.= 1]' Sp^'\Wy)/N. 



~(f) . ~(f) 

On écrit une classe dans Sp {W,A) comme [xy]y, où Xy G Sp (Wy) pour toute v. 

— (f) 

Les projections locales (p«)„ fournissent un revêtement p : Sp {W,A) — )• Sp(VF,A) et on a 
Ker (p) = jjf . On définit la représentation de Weil adélique par := co^^ ; elle est spécifique. 

— (f) 

On retrouve les avatars locaux p^, : Sp (Wy) — Sp{Wy) comme les fibres de p au-dessus des 

Sp{Wy). 

Par ailleurs, on peut formuler une variante du théorème de Stone-von Neumann pour 
H{W,A), ce qui permet de définir 

S^4W,A) := {{g, M) G Sp(Ty,A) x GL{S^) : p'^ o M = M o p^} 

(2) 

comme dans le cas local. C'est une extension centrale de Sp(Ty, A) par . On définit Sp {W, A) 
comme le groupe dérivé de Sp^{W, A). La représentation de Weil provient de la projection 
sur GL(S'^), et on a 

— (2) 

Sp^{W,A) = Sp^ {W,A) C^. 

— (f) ■ — -(f) ■ — -(2) 
On définit les Sp (VF, A) en posant Sp {W,A) := Sp (VF, A) Xjj^ ojf. 

Remarque 2.18. Les constructions dans cette section ne dépendent pas du choix de L. En 
effet, si L, L' sont deux tels réseaux, alors Ly = L'y pour presque toute place finie v. 
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Pour formuler la théorie des représentations automorphes, il faudra un scindage canonique 
de p au-dessus de Sp(VF). L'existence d'un tel scindage est dû à Weil. C'est unique et à image 

(2) 

dans Sp (W,A) car Sp(VF) est engendré par ses commutateurs. Donnons une construction 
explicite. Fixons l G Lagr(VF), on construit les opérateurs M£^[x] pour tout x G Sp(VF) et toute 
place V Ae F oh := l ®F F^- 

Proposition 2.19. L'application 

i:Sv{W)^^^{W,k) 

(x,(g)M£jx]) 

V 

est un homomorphisme bien définie. 

Démonstration. Prenons £' S Lagr(VF) tel que W = i(B£'. Pour presque toute place finie v, on a 
Ly = Lyniv^BLyCii'y. D'aprcs les formules explicites pour M£^[x] et Sy ([13j chapitre 2, II.6, 11.10) 
avec la décomposition de Bruhat, M^^ [x] fixe Sy pour presque tout v, donc M^^ [x] S GL(5^) 
et i est bien défini. 

Montrons que i est un homomorphisme. Soient x,y € Sp{W), alors 

[x]Me^ [y] = {t{£, x£, xy£))Me^ [xy]. 

L'espace quadratique t{£, x£, xy£) est défini sur F. Grâce à la réciprocité de Weil ([27] §30, 
Proposition 5), le produit Y\y^'ipy{T{£, x£, xy£)) vaut 1, cela permet de conclure. □ 



Corollaire 2.20. Pour toute place v, soit —ly G Sp (Wy) l'élément considéré dans \2.(A Alors 
i(— 1) est égal à [— 1^,]^,. 

, ,^g^ 

Démonstration. Si l'on plonge Sp (VF, A) dans Sp^(H^), alors [— l^]t, s'identifie à 

(-l,(g)M,J-l]), 

V 

qui est égal à i{—l) par ladite proposition. □ 

3 Classes de conjugaison semi-simples dans les groupes clas- 
siques 

3.1 Formes hermitiennes 

Dans cette section, F est un corps parfait de caractéristique / 2. 

Formes pour les anneaux à involutions Fixons A une F-algèbre et r une i^'-involution 
de A (i.e. un antiautomorphisme de carré l'identité). On dit qu'une telle paire {A,t) est une 
F-algèbre à involution. Lorsque A est étale, on supprime souvent l'involution et on exprime 
l'algèbre à involution par A/A"^, où A* est la sous-algèbre fixée par r. C'est loisible car les 
données A, A* déterminent r. 

Soit M un A-module projectif à droite de type fini. Lorsque A est commutatif, les modules 
à gauche et à droite se confondent. Une application bi F-additive q : M x M ^ A est dite une 
forme sesquilinéaire si pour tout m,n £ M et a, b £ A, on a 

q{ma\nb) = T{a)q{m\n)b. 
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Une telle application q équivaut à un homomorphisme 



Qq -M M* := RomA{M,A) 
m I—)- q{m\—) 

où on regarde le dual M* comme un ^-module à droite par {fa){m) = T(a)f{m) pour tout 
a £ A, m £ M. 

Une forme sesquilinéaire q est dite non-dégénérée si gg est un isomorphisme. Soit e = ±1, on 
dit que q est e-hermitienne si q est non-dégénérée et q{m\n) = eT{q{n\în)) pour tout m,n G M ; 
cela équivaut à la commutativité du diagramme 

M ^M* 

9q 

M** ^ M* 

oîi tx7 : M — 7- M** est donnée par w{m){X) = (A, m) pour tous m G M, A G M* . Il y a une notion 
naturelle d'isométries entre ces formes. Notons la catégorie des {A, r)-formes e-hermitienne par 
iÔerm^(^, r). 

Voici quelques cas spéciaux que nous utiliserons plus tard. 

- ^ = F, r = id, e = 1 : les F-formes quadratiques. 

- Idem, mais e = — 1 : les F-formes symplectiques. 

- A = E une extension quadratique de F, t l'involution associée, e = 1 : les F/F-formes 
hermitiennes. 

- Idem, mais e = —1 : les F/F-formes anti-hermitiennes. 



Pousser-en-avant des formes Supposons donnés une inclusion (Ai,ri) ^ {A2,T2) et un 
homomorphisme F-linéaire t : A2 ^ Ai tel que t o T2 = ti o t. Soit q une (A2, T2)-forme 
e-hermitienne, on en déduit une (Ai, Ti)-forme e-hermitienne t^q sur M (regardé comme un 
Ai-module) définie par 

(t*g)(m|n) = t{q{m\n)). 



Formes en catégories Afin de classifier les classes de conjugaison, travaillons dans un cadre 
plus abstrait. Une référence possible est [5] IL 

Définition 3.1 (cf. [5] II 2). Une catégorie F-additive avec dualité est un triplet (C,*,^) ori 
C est une catégorie F-additive, * est un foncteur C°p — t- C et : idc — > ** est un isomorphisme 
de foncteurs. 

Une forme e-hermitienne dans (C, *, w) est une paire (M, (j)) 011 M est un objet dans C et 
est un isomorphisme M — t- M* tel que le diagramme 

</> 

M ^M* 

M** M* 

est commutatif. On dit aussi qu'une forme e-hermitienne est hermitienne si e = 1 et anti- 
hermitienne si e = —1. On note la catégorie des formes e-hermitienne dans C par i^erm'^(C). 

Soient (Ci, *i, roi), (C2, *2; ^2) deux catégories F-additives avec dualité. Un morphisme entre 
elles est une paire (G, r/), 011 G est un foncteur F-additif Ci — >• C2 et 77 est un isomorphisme 
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G o *x — > *2 ° G, tels que 



G(M) 



Gimi) 



G{M**) 



G{M) 



(vmY 



G{M*)* 



est commutatif pour tout M. 

On définit aisément la somme orthogonale de formes e-hermitiennes. Une isométrie entre 
deux formes e-hermitiennes (Mi,(/)i), (M2,(/>2) est un isomorphisme h : Mi — )• M2 tel que 
h*<j)2h = 01. 

Pour une catégorie F-additive (C,*,ro) et un objet M dans C, on associe la forme e- 
hermitienne hyperbohque comme la forme EI(M) := (M © M*, (p) on (j) : M ® M* M* ® M** 
a l'expression matricielle suivante 



Les formes e-hermitiennes pour les anneaux discutées précédemment sont des exemples de 
ce formalisme. 

Si {C,*,vo) est un produit fini J|.^-^(Ci, *j, tUj), alors la catégorie des formes e-hermitiennes 
dans (C, *, w) est canoniquement isomorphe au produit des catégories des formes e-hermitiennes 
dans les {Ci, *i,Wi). 

3.2 Kit de classification 

Fixons maintenant e = ±1 et une -F-algèbre à involution {A,t) de la forme suivante : 

- soit A = F, T = id; 

- soit A = E une extension quadratique de F et r la F-involution non triviale associée. 
Si (M, h) est une {A, r)-forme e-hermitienne, on note U(M, h) son groupe d'isométries. 

Considérons la catégorie F-additive avec dualité {S),*,w) (abrégée comme S) dans ce qui 
suit) suivante : 

- les objets sont les paires {M,x), où M est un A-module de type fini et x S GLa{M) est 
semi-simple ; 

- un morphisme (Mi,xi) — )• {M2,X2) est un homomorphisme j4-linéaire / : Mi — )• M2 tel 
que / o xi = X2 o / ; 

- pour tout objet (M,x), on définit {M,x)* = {M*, {x''^)*) ; 

- l'isomorphisme ti7 : id — t- ** est l'isomorphisme canonique M — t- M** , pour tout M. 
L'ensemble des classes d'isomorphismes de formes e-hermitiennes dans S) s'identifie à celui 

des triplets {M, h, x) où (M, h) est e-hermitienne et x £ U(M, h) est semi-simple, à isométrie 
près. 

Soit (S)q, *, w) la catégorie F-additive avec dualité de {A, r)-formes e-hermitiennes. On a un 
foncteur d'oubli — t- i^o- Pour classifier les classes de conjugaison semi-simples dans U(M, /i), 
il suffit de classifier les formes e-hermitiennes dans ayant une image dans i^o isomorphe à 



Pour ce faire, nous suivons la recette dans [5j II (6.6) qui est essentiellement une variante 
de l'équivalence de Morita. Tout d'abord, on vérifie les propriétés suivantes pour et S)q (cf. 



Cl : tout idempotent se scinde; 

C2 : tout objet M admet une décomposition M = Ni où Ni est un objet indécomposable 

et End(A'j) est un corps; si Ni = {Vi,Xi) est un objet dans S) alors End(A^i) est engendré 
par Xi sur A ; 




{M, h). 



m n. (5.2), (6.3)) : 
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C3 : pour tout objet M, le radical de Jacobson de End(M) est nul. 

En effet, ces propriétés ne font pas intervenir la dualité *, elles résultent de l'algèbre linéaire. 
Elles impliquent aussi la propriété de Krull-Schmidt pour et i^O; au sens suivant. 

Définition 3.2. On dit qu'une catégorie additive vérifie la propriété de Krull-Schmidt si tout 
objet M admet une décomposition M = 0™^^ ^« ™ objets indécomposables, unique à permu- 
tation et isomorphisme près. 

Le type d'un objet M dans une telle catégorie est l'ensemble des classes d' isomorphisme de 
ses composantes indécomposables Ni. 

La classification marchera en trois étapes. Soit {M,x,h) une forme e-hermitienne dans ij. 

Étape 1 Puisque vérifie la propriété de Krull-Schmidt, on peut décomposer (M, x) selon 
son type et puis regrouper par dualité de sorte que 

m 

{M,x,h) = 0(Mi,Xi,/ii), 

i=l 

OÙ (Mi, Xi) est de type Ni (avec Ni ~ N*) ou (iVi,iV*) (avec Ni N*) pour tout i. 

Étape 2a Fixons 1 < i < m. Supposons d'abord {Mi,Xi) de type Ni. D'après [5] II (6.5.1) 
l'objet Ni admet une structure d'une forme hermitienne ou anti-hermitienne, disons ki : Ni ^ 
N^. Posons Ki := End(A^i) = A{xi), c'est un corps et il admet l'involution A-linéaire canonique 
d'adjonction ([3] II (3.2)) : 

'^i '• f ^ f^i f ^i- 

On a Ti{xi) = x~ et prolonge r sur A. Posons Kj^ le sous-corps fixé par Tj. 
Lemme 3.3. Si Xi ^ ±1, alors Ti ^ id. 

Démonstration. On a = id si et seulement si Ti{xi) = Xi, c'est-à-dire Xi = x~^ , ce qui contredit 
l'hypothèse car Ki est un corps. □ 

Si = ±1, alors la classification de tels {Mi,Xi, hi) équivaut à la classification de {A, r)— formes 
e-hermitiennes. Conservons l'hypothèse que Xi ^ ±1 dans ce qui suit. 

Etape 2b D'autre part, si {Mi,Xi) est de type {Ni,N*) alors il existe r tel que {Mi,Xi) = 
{Ni®N*)®'' car {Mi,Xi) ~ {M„Xi)* ([5j II (6.4)). On pose 

Ki := End(iVi N*) = End{Ni) x End{N*). 

jj 

Il est muni de l'involution Ti : (a, 6) i— )• {w{h*).,a*). La sous-algèbre Kf^ fixée par Ti est 
isomorphe à End(A^j), donc Kf" est un corps. On a 

{Ki,Ti)^{Kf xKf,{a,h)^{h,a)). 

De plus. Xi s'identifie à l'élément {xi\Ni-,{xi\~^_)*) G K^ . Montrons que Ti{xi) = x^^ / Xj. 
En effet, si Ti{xi) = Xi alors XîIat. = Xi\~^_, d'où x^Iat- = ±1 car End(A^i) est un corps, mais cela 
implique que Ni ~ N* , qui est contradictoire. 
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Étape 3 Supposons pour l'instant que Xi 7^ ±1 pour tout 1 < i < m. Pour tout i, posons 



Ni, si {Mi, Xi) est de type (Ni), 

Ni © N* si (Mi, Xi) est de type {Ni, N*). 



Les objets Ki,Kj^ ,Ti sont définis comme précédemment. On peut identifier (non canonique- 
ment) l'espace sous-jacent de Qi à Ki. Définissons ki : Qi ^ Q* qui correspond à la forme trace 
sur le ^-espace vectoriel Ki 

{q,q') H> tr K,/A{Ti{q)q')- 

Alors {Qi, ki) est une forme hermitienne dans S) car Ti{xi) = x^^. 

Posons maintenant Q := ©^iQi, muni du morphisme k = ^ ki : Q ^ Q* de sorte que 
{Q, k) est une forme hermitienne. On construit les objets suivants : 



K :=^Ki = End{Q), 

i 

X := {xi)i, K = A[x], 
K* :=^Kf, 

i 

Alors K est une j4-algèbre étale dont tk est une involution prolongeant t : A ^ A, tk{x) = 
x~^ et K"^ est la sous-algèbre fixée par r. 

Posons S^\q la sous-catégorie pleine de dont les objets sont facteurs directs des Q®^ (r > 1). 
Elle contient (M, x). Considérons le foncteur G := Hom^(Q,— ) de Sj\Q dans la catégorie des 
iT-modules projectifs de type fini. Il préserve les dualités et induit une équivalence de catégories 
i^-additives avec dualités ([5j II. §3). Cela induit aussi une équivalence 

Sjexm^{S)\Q) ^ S)cxm^{K,TK). 

Donnons une forme plus utile de cette correspondance. 

Proposition 3.4. // existe une correspondance biunivoque 

S^txm''{K,TK) ^ f)exm^ {S^\q) 

donnée par 

{M',h')^{tTK/A)*{M,h), 

où M est muni de Vautomorphisme qui agit par multiplication par x Çî . 

Démonstration. Puisque la formation de cette application est compatible aux réunions de types 
{Ni},{Ni,N*}, il suffit de considérer le cas Q = Qi pour un 1 < z < m. Soit M = Q®^, 
l'isomorphisme 

Homj-,(M,M*) ^ Homi^(G(M),G(M)*) 

respecte l'action de End^(M) = Matrxr{K) des deux côtés. Prenons une {K,T)-îorme e- 
hermitienne {M, h) munie de la multiplication par x, alors tr^/A {M, h) munie de l'action 
de X est une forme e- hermitienne dans S^\q. En faisant agir les endomorphismes "symétriques" 
dans End^(M), on voit que toute forme e- hermitienne sur S)\q est de la forme tr^/^ {M, h) 
avec la multiplication par x. Cette correspondance est biunivoque. □ 

Remarque 3.5. Si Qi = Ni (B N* où Ni 9^ N*, alors toute forme e-hermitienne dans Sj\q. est 
hyperbolique([5j II (6.4)). 
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Conclusion Compte tenu des raisonnements ci-dessus, on a obtenu : 

Théorème 3.6. Soit {M, h) une {A,T)-forme e-hermitienne. Les classes de conjugaison semi- 
simples dans U(M, h) sont paramétrées par les données suivantes. 

- Une A-algèbre étale de type fini K et une involution tk '■ K ^ K . La sous-algèbre fixée 
par tk est notée par K*. 

- Un élément semi-simple x G tel que t{x) = , x 7^ ±1 et K = A[x\. 

- Une {K,TK)-forme e-hermitienne {Mk^Iik)- Quitte à rétrécir {K,tk), on peut supposer 
que {MKihx) est fidèle. 

- Deux {A,T)-formes e-hermitiennes (M_|_,/i_|_) et {M-, h-). 
Ces paramètres sont soumis à la condition 

(M, h) ~ tr k/a,{Mk, hK)(B{M+,h+)(B {M_,h-). 

Il y a une notion évidente d'équivalence pour les paramètres. Les paramètres pour une classe 
de conjugaison semi-simple sont uniquement déterminés à équivalence près. 

Précisons cette correspondance. Etant donne un tel paramètre 

{K/K*,x,{MK,hK),{M±,h^)), 

on fixe un isomorphisme 

{M, h) ^ {Mo, ho) :=tr^/^^(Mx,/i^)e(M+,/i+)e(M_,^_). 

Il induit : U(Mo, ho) ^ U(M, h). Soit xq G U(Mo, ho) qui agit comme multiplication par 
X sur Mk et comme ±id sur M±. Alors O{<p*{xo)) est la classe cherchée ; elle ne dépend pas du 
choix de La classe ainsi obtenue est notée 0{K/K'f^,x, (Mxjhx), {M±, h±)). 

Remarque 3.7. Si ^ = E' est une extension quadratique de F, alors K = ®f E. 

Discutons deux opérations sur les paramètres. 

Somme directe Soient (M', h'), (M", /?/') deux {A. r)-formes e-hermitiennes et posons (M, h) := 
(M', h')®{M", h"), alors on dispose d'un homomorphisme i : U{M', h') x U{M", h") U{M, h). 

Soient {K'/K'*, x', {Mk', hx'), (M4, h'^)) un paramètre pour 0{g') G U{M', h') et {K"/K"*,x", {MK",hK' 
un paramètre pour 0{g") G U{M",h"). On définit leur somme directe 

{K'/K'#,x', {Mk', hK'), (M;, e {K"/K"*,x", iMK",hK"), {M'I.h^)) 

comme un paramètre {K/K^,x, {Mk, hx), {M±, h±)) où 

{K,Tk) = {K',TK>) X {K",TK") 

comme F-algcbres à involutions, {M^^hx) = {Mk' ,hK') © {Mk" ,hK") la (iî', r/^)-forme e- 

hermitienne correspondante, et on définit (M±, h±) := (M^, h'±)®{M^, h%). Alors {K/K#,x, {Mk, hx), {M±, h 

paramètre la classe 0{L{g' ,g")) G U{M,h). 

Pousser-en-avant Soient L une extension finie de -F et S := Af^pL. Alors {B, id©r) est une 
extension finie de {A,t). Soit {M, h) une (iî, id (8) T)-forme e-hermitienne, alors (M, tr^/^^/i) 
est une (A, r)-forme e-hermitienne. On a une inclusion U{M,h) C U{M,tv B/A^h). 

Soit {K/K^t^ ,x,{MK,hK),{M±,h±)) un paramètre pour une classe 0{g) dans U{M,h), 
toutes les données étant définies par rapport à L, alors {K/K'^jX, {Mxjhx), {M±,tT B/A^,h±)) 
paramètre la classe 0{g) dans U{M,ti s/A^h). Ici on reg arde K/K# comme une F-algèbre 
étale. 
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Décomposition 

Remarque 3.8. Si l'on décompose 

{K/K*,x) = ll{K,/K*,x,) 

de sorte que Kj^ est un corps pour tout i, alors il y a un isomorphisme canonique 

{MK,hK) ~ JJ(Mx,,/ixJ. 

L'étude des {K, Tft:)-formes e-hermitiennes se ramène à celle des (JCj, r/^J-formes e-hermitiennes. 
Posons 

I* := {i £ I : Ki est un corps}. 
D'après [331 il suffit de considérer les indices i £ I*. 

Remarque 3.9. Indiquons deux extensions de ce formalisme. D'abord on peut étendre cette 
classification aux restrictions des scalaires de schémas en groupes classiques : cela équivaut à 
remplacer F par un sous-corps Fq C F. Ensuite, on peut aussi considérer des produits de la 
forme Y\^Kesp^/p{Ui) , où Fi est une extension finie de F et Ui est un groupe classique sur Fi, 
pour tout i. 

3.3 Paramétrage explicite 

Maintenant on peut décrire explicitement les classes de conjugaison dans les groupes clas- 
siques et leurs commutants. Par conséquent, on dispose aussi d'une description de la régularité. 

Les groupes symplectiques Prenons A = F, e = —1 dans la classification ci-dessus. Soit 
(W, (•!•)) un F-espace symplectique, alors \J{W, (•!•)) = Sp{W). Les classes de conjugaison semi- 
simples dans Sp(Ty) sont donc paramétrées par les données suivantes. 

- Données [K/K'^,x) comme dans 13.61 K = F[x]. 

- Une (i^T, rx)-forme anti-hermitienne (WK^hx) où Wk est un K-module fidèle. 

- Deux F-espaces symplectiques (•!•)+) et iW-, {-Y) -). 

Les espaces symplectiques sont classifiés par leur dimension, donc les paramètres sont soumis à 
une seule condition 

àmip Wk + àivuF Wj^ + diuip W- = dimp W. 
Commutants. Soit g G 0{K/ K* ,x, (WK^hx), iW±, {■\-)±)), alors 

Sp{wy = Sp{w)g = u{WK,hK) X Sp(Ty+) x sp(VF_). 

Décomposons K = Yl^^^Ki, tk = (tj), x = (xj), et (WKjhx) = {{Wi, hi))i^j comme dans 
ESI sa ^ r alors U{Wi, hi) ~ GL„#(nj) avec := \ dim„# Wj. D'où : 

i i 

U{WK,hK) = n UK,,niW^,h^) X Yl GL^#(ni). 

je/* i^r* 

Régularité. La classe ainsi paramétrée est régulière si et seulement si = W- = {0} et 
Wk — K. Une classe régulière est forcément fortement régulière. 
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Les groupes orthogonaux impairs Prenons A = F, e = 1. Soit {V,q) un i^-espace qua- 
dratique de dimension impaire, alors \J{V,q) = 0(y,q). Les classes de conjugaison semi-simples 
dans 0{V,q) sont paramétrées par les données suivantes 

- Données {K/K'^^x) comme dans 13.61 K = F[x\. 

- Une (K, rx)-forme hermitienne {Vk-, hx) où Vk est un iC-module fidèle. 

- Deux F-espaces quadratiques {V+,q+) et 
Les paramètres sont soumis à la condition 

iV,q) ~ (tr K/F)*{VK,hK) ® {V+,q+) e {V-,q-). 

Pour que 0{K/K'^,x, (VKjhx), {V±,q±))) appartienne à SO(y, g), il faut et il suffit que 

dimp V-^ = 1 mod 2, 
diuip V- = mod 2. 

Commutants. Soit g G 0{K/K'^,x,(yK,hK),{V±,q±)), alors 

so{v,qy = u{VK,hK)xn 

SO{V, q)g = U{VK,hK) X SO{V+,q+) x SO{V.,q.), 
où le groupe U{Vk, hx) admet une description analogue au cas symplectique, et 

7^ = {(a, 6) G 0{V+,q+) X 0(y_,g_) : det a • det 6 = 1}. 
Donc les composantes connexes de SO{V,q)^ sont définies sur F et 



(50(y,g)^:S0(y, 



2, si y_ / {0}, 

1, sinon. 



Régularité. La classe ainsi paramétrée est régulière si et seulement si 

Wk ^ K, 
dimp V+ = 1, 
dimi? K_ = ou 2. 

Une classe régulière est fortement régulière si et seulement si dimy_ = 0. 



Les groupes orthogonaux pairs Soit {V, q) un F-espace quadratique de dimension paire, 
alors \J{V,q) = 0{V,q). Les classes de conjugaison semi-simples dans 0{V,q) sont paramétrées 
par les mêmes données pour le cas impair, mais la condition sur dimp V± devient 

dimp = mod 2, 
dimp V- = mod 2. 

Une classe de conjugaison 0(K/K'^,x,{VK,hK),{V±,q±)) dans 0(y,q) se décompose en 
deux classes par SO{V,q). On n'aura pas besoin de les distinguer dans ce texte. 
Commutants. La description des commutants est pareille que dans le cas impair. 
Régularité. Une classe 0{K/K'^,x, {Vk, hx), iV±,q±)) est régulière si et seulement si 

Wk ^ K, 
dimp V± < 2. 

Une classe régulière est fortement régulière si et seulement si U+ = {0} ou U_ = {0}. 
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Les groupes unitaires Prenons A = E une extension quadratique de -F et r l'involution de 
E associée. 

Soit (y, h) une {E, r)-forme e-liermitienne. Les classes de conjugaison semi-simples dans 
U(y, h) sont paramétrées par les données suivantes 

- Données {K/K'^,x) comme dans 13.61 K = E[x\. On a, K = K"^ (^p E et = idÇDr. 

- Une (iC, rx)-forme e-hermitienne (Vkj^t^) oii Vk est un ii'-module fidèle. 

- Deux r)-formes e-hermitiennes et 
Les paramètres sont soumis à la condition 

{V, h) ^ tr k/eS^k, Hk) e e {V.,h.). 

Commutants. Soit g G ©(ET/K*, x, (V^, ^x), (^i, 9±))i alors 

U{V,hy = U{V,h)g = UiVK,hK) X UiV+,h+) X U{V-,h^). 

Le groupe U(yK,hK) se décrit comme dans le cas symplectique. 

Régularité. La classe ainsi paramétrée est régulière si et seulement si 

Wk ^ K, 
dime V± < 1. 

Une classe régulière est automatiquement fortement régulière. 

Remarque 3.10. La description des commutants admet une paraphrase schématique. Plus 
rigoureusement, il faudra remplacer le groupe UiWK^hx) (resp. UiVK^hx)) par la restriction 
des scalaires Ylesj^n. j pU {Wk -.hx) (resp. Res;^#/p{7(Vft', /li^-)). 

Remarque 3.11. Supposons que F est infini. Si l'on supprime x dans les paramètres des 
classes régulières, on arrive à une classification des F-tores maximaux à conjugaison près dans 
les groupes classiques. 

Sous-groupes de Lévi D'après la classification des classes de conjugaison semi-simples et la 
description de commutants, on arrive aussitôt à une classification de sous-groupes de Lévi. 

Proposition 3.12. Les sous-groupes de Lévi des groupes classiques sont classifiés comme suit. 

- Si {W, (•!•)) est une forme symplectique, alors les sous-groupes de Lévi de Sp(W) sont de 
la forme 

r 

l[GLF{ni) X Sp{W+), 

i=l 

sousmise à la condition 

r 

2ni + dim W+ = dim W. 

i=l 

- Si (y, q) est une forme orthogonale, alors les sous-groupes de Lévi de SO{V, q) sont de la 
forme 

r 

HCLpini) X SO(F+,g+) 

i=l 

soumise à la condition 

r 

{Y,ni)me{V+,q+)c^{V,q). 

i=l 
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- Si {V,h) est une E/F-forme hermitienne ou anti-hermitienne, alors les sous-groupes de 
Lévi de U{V, h) sont de la forme 

r 

YlGLFim) X U{V+,h+), 

i=l 

soumise à la condition 

r 

{Y,n^)Me{V+,h+)^{V,q). 



où M signifie la E/F-forme hermitienne ou anti-hermitienne hyperbolique de dimension 
2. 

Démonstration. Il suffit de considérer les commutants connexes des éléments semi-simples en- 
gendrant un F-tore déployé. □ 

Remarque 3.13. Nous utiliserons le fait suivant. En tout cas, les composantes GLi?(ni) sont 
associés à des espaces hyperboliques (en une catégorie convenable), dans lesquelles les éléments 
laissent invariant un lagrangien. Cela découle de ^3.2[ 

Classes assez régulières 

Définition 3.14. On dit qu'une classe de conjugaison semi-simple dans un groupe classique 
(symplectique, orthogonal ou unitaire) est assez régulière si : 
(cas symplectique) elle est régulière ; 

(cas orthogonal impair) elle est régulière et paramétrée par {K/K'^,x,{VK,hK),{V±,q±)) 

avec V- = {0}, dim^? V+ = 1; 
(cas orthogonal pair) elle est régulière et paramétrée par (i^/K*, x, {Vk, hx), {V±, q±)) avec 

V^ = V. = {0}; 

(cas unitaire) elle est régulière et paramétrée par {K/K"^ ,x, {Vk, hx), (V±, h±)) avec V+ = 
V- = {0}. 

Une classe assez régulière est automatiquement fortement régulière. Pour une classe assez 
régulière, la forme Hk sur Wk — K dans son paramètre est décrite par 

ya,b£K, /ix(a|^) = tr ^/^(cr(a)6) 

on c £ est tel que tk{c) = ec. 

Pour une classe assez régulière dans un groupe orthogonal impair SO{V,q), la donnée 
(V+,g-i-) dans son paramètre est déterminée par {V,q) et l'autre donnée {K/K'^,x,c) d'après le 
théorème de Witt. En tout cas, on peut simplifier le paramètre d'une classe assez régulière en 
la donnée 

{K/K*,x,c) 

satisfaisant à tk{c) = ec,TK{x) = x~^. Deux données {K/K'^,x,c) et {K' / K'"^ , x' , a') sont 
équivalentes si et seulement s'il existe un isomorphisme de F-algèbres à involutions a : {K, tk) — ^ 
{K\ T^i) tel que 

o"(x) = x' 
a(c)c'-iGiV^,/^,#(i^'x) 
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Remarque 3.15. Écrivons les paramètres comme K = Wi^iKi, K"^ = Yliei 

un corps, r = (rj), et c = (cj) pour tout i. Pour le paramétrage dans [25] 1.7, la forme est décrite 

par 

Autrement dit, nos paramètres q correspondent à Ci[Ki : A]~^ selon la convention de [25] . 

3.4 Le cas de l'algèbre de Lie 

On peut décrire les classes de conjugaison semi-simples régulières dans les algèbres de Lie 
des groupes classiques au moyen des données {K/K'^,x,c) où tk{x) = — x, tk{c) = ec. 

- Pour un groupe symplectique Sp(VF), on paramètre tous les éléments réguliers de cette 
manière. Les paramètres sont soumis à la condition 

dimi? K = dimp W. 

- Pour un groupe orthogonal impair SO(y, g), on paramètre tous les éléments réguliers 
de cette manière. Les paramètres sont soumis à la condition qu'il existe un F-espace 
quadratique (Vo,(?o) de dimension 1 tel que 

{V,q) ~ {ti K/F)*{{x,y) H> TK{x)yc) e {Vo,qo), 

l'espace {V, q) est uniquement déterminé par le théorème de Witt. 

— Pour un groupe orthogonal pair SO(y, q), on obtient seulement les éléments semi-simples 
réguliers qui n'ont pas de valeur propre nulle. Le paramètre correspond à deux orbites O^, 
mais on n'aura pas besoin de les distinguer. Les paramètres sont soumis à la condition 

{V,q) ~ {tr K/F)*{{x,y) ^TK{x)yc). 

— Pour un groupe unitaire U{V, h), on paramètre tous les éléments réguliers de cette manière. 
Les paramètres sont soumis à la condition 

{V,h) ~ {tv K/E)*{{x,y) ^TK{x)yc). 

3.5 Conjugaison géométrique, le cas des corps locaux 

Fixons un groupe classique U sur F. 

Proposition 3.16. Soient 0{K/K'^,x,c) et 0{K' / K'"^ ^x\c!) deux classes de conjugaison 
semi-simple assez régulières dans U{F). Elles appartiennent à la même classe de conjugaison 
géométrique si et seulement s'il existe un isomorphisme de F -algèbres à involutions 

tel que = x' . 

La même assertion reste valide pour les classes de conjugaison semi-simples régulières dans 
l'alqèbre de Lie. 



Autrement dit, le passage à conjugaison géométrique équivaut à oublier la donnée c. 
Supposons que F est un corps local. Décomposons {K/K'^,x,c) = ^^^j{Ki/Kf ,Xi,Ci) 
comme dans 13.81 Posons sgn^y^# : — ?• |}J2 le caractère associé à l'extension quadratique 

Ki/KJ^ si z G /*, et sgn^y^# = 1 si i ^ /*. En tout cas, on a 



sinon. 
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On a un isomorphisme 
Posons d'ailleurs 

^S^K/K* ■=W^^^K,/Kf ■K*'' ^P2- 
i&I 

Supposons que U est un groupe classique et {K/K'^,x,c) paramètre une classe de conju- 
gaison assez régulière 0{K/K'^,x,c) dans U. Soit c' G tel que t(c') = ec', e = — 1 dans le 
cas symplectique ou anti-hermitien et sinon e = 1. On dit que 0{K/K'^,x,c') existe dans U si 
{K/ K"^ ,x,c') paramètre une classe de conjugaison dans U. 

Proposition 3.17 (|l5], 1.7). Si U est symplectique, alors 0{K/K'^ ,x,c') existe toujours dans 
U. Par conséquent les classes de conjugaison dans la classe de conjugaison géométrique conte- 
nant 0{K/K'^ ,x,c) sont en bijection avec P2' ■ 

Supposons F non archimédien. Si U est orthogonal ou unitaire, alors 0{K/K'^,x,c') existe 
dans U si et seulement si 

sgnx/x# (c~^c') = 1. 

Les classes de conjugaison dans la classe de conjugaison géométrique contenant 0{K/K'^,x,c) 
sont en bijection avec 

{P2Y0 ■={{ti)epÇ :Ylti = i}. 

i 

Les mêmes assertions restent valides pour l'algèbre de Lie. 

4 Le caractère de la représentation de Weil 

Sauf mention expresse du contraire, F est toujours un corps local de caractéristique nulle 
dans cette section. 

4.1 Formules du caractère 

Nous adoptons l'approche de |23j et nous utiliserons systématiquement la construction de 
Lion-Perrin dans cette section. 

Désignons par W l'espace vectoriel symplectique {W, — (-I-))- Si x G Sp(W), alors le graphe 

Ta; := {{w,xw) : w G W} 

est un lagrangien dans W © W. On a un plongement / : Sp(W^) — )• Sp(VF ® W) donné par 
/(x) = (l,x). 

Proposition 4.1 ([23] 1.3). // existe un homomorphisme continu injectif 

f : Sp^^^ (W) S^)^^^ {W © W) 

donné par f{x,t) = {{1, x), fx{t)) dans la construction de Lion-Perrin, où fx{t) est déterminé 
par 

fx{t){i(Bi)=t{i). 
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De plus, il rend le diagramme ci-dessous commutatif 



(2) / (2) 

Sp (W) ^ Sp^ '{W(BW) 



Spiw) j — ^ sp{w e w) 

Définissons des ouverts de Zariski denses dans Sp(Ty) : 

Sp(^)t := {x G Sp{W) : det{x - 1) / 0}, 
Sp{W)^ := {x G Sp(VF) : detix"^ - 1) / 0, }. 

On vérifie que Sp(VF)t D Sp(Ty)^ D Sp{W),eg.PosonsSp'^^\w)\§p^^\w)\Sp^{W)\Sp^{W)^ 

~(f) 

leurs images réciproques dans Sp (W), Sp^{W), respectivement, oii f G 2Z>i. 

(2) ^ , 

Fixons une mesure de Haar sur Sp (W). L'admissibilité de co^ permet de définir le caractère 

0^ = tr (uj^) comme une distribution sur Sp (W), d'où la distribution 0^ = tr (w^). Enonçons 
les formules du caractère de Maktouf. 

(2) 

Théorème 4.2 (K. Maktouf [E]). La distribution est lisse sur Sp (Wy . Si x = {x,t) G 
Sp^^\wy, alors 

1. en rappelant la définition de evrii') on a 

evri(/(S)) . 



II' 



det(x - 1) 

2. en fixant ê G Lagr(W^), on a aussi 

p, . _ tffl7^(r(r.,ri,£e^)) . 

'^ip\x, — 1 , 

I det(x — 1)1 2 

3. il y a une autre formule avec ambiguïté de signe : 

7^(l)'ii-^-S^(det(x-l)) 



e4x) = ±- 



det(x — 1^ 



De plus, I det(x + 1)1 2 0^(5;) est localement constante sur Sp' \w)'^ . 

(2) 

Remarque 4.3. Si F = C, on identifie Sp {W) a p2 x Sp{W). On a 



Q^{e,x) 



det(x- 1^12 



2 

c 



où la valeur absolue | • |c est définie par \x + yi\c = x"^ + y"^ pour tout x, y G M. 

Notons par le même symbole le caractère de uj^ sur la grosse extension Sp^, qui est 
bien défini comme une distribution. On en déduit une formule pour O^ au moyen du modèle 
de Schrôdinger. 
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Corollaire 4.4. Fixons i G Lagr(VF). Soit x = {x,zMi[x]) £ Sp^(T^) où z £ et x £ 
Sp{W)^, alors 

_ Z7^(r(r^,ri,^e£)) 

I det(x — 1)1 2 

(2) 

Démonstration. Vu la spécificité de w^, il suffit de vérifier l'énoncé pour le cas x G Sp (W). 

~(2) 

L'immersion Sp (W) M- Sp^{W) est donnée par i— )■ (x, t(£)M^[a;]). Donc il suffit de 
vérifier le cas z = t{£) et cela résulte immédiatement dudit théorème. □ 

Corollaire 4.5. Supposons que f G 2Z>i. Si x,y £ Sp (H^)^ sont te/s çue x,y £ Sp{W) sont 
géométriquement conjugués, alors il existe e G UJf tel que 

@^{x) = e ■ Q^{y). 

Démonstration. Pour f = 2, cela résulte de la troisième formule du théorème. Le cas général en 
découle par la spécificité du caractère. □ 

, ,^g^ 

Corollaire 4.6. Soit —1 G Sp (W) l'élément défini dans \2.9i Alors 

0^(-i) = \T- 

Démonstration. Vu 14.41 il suffit de démontrer que 

r(r_i,ri,^e£) = 

pour tout £ G Lagr(VF). D'après [2.51 on a 

dimr(r_i,ri,^©^) = 

- dim r_i n Li - dim Li n © - dim(^ © ^) n r_i 

+ 2dimri nr_i n{£®e) 

= dim VF - - dim.£ - dim^ + 2 • 
=0. 

D'où l'assertion. □ 

Corollaire 4.7. Fixons £ G Lagr(Vl^), soit Pi le stabilisateur de £ et ai : Pe{F) — > Sp {W) 
le scindage défini dans \2.ÏR . Supposons que x G Sp(l^)^ et qu'il existe £' G Lagr(T^) tel que 
W = l®£' etx£ M{F) := {Pe n Pe'){F), alors 

@f{(Te{x)) G M>o. 

Démonstration. D'après 14.41 et la définition de ai, il suffit de montrer que t(Tx,Ti,£ (B £) = 0. 
En identifiant £' a £'^ , le dual de £, on a a; = {y, ^y~^) où y = x\i. Donc 

Tx n Fi = {(u;, w) : w £W., x{w) = w} 
~ {f G £,y{v) = f}®^, 
Li n © ^) = {{w, w):w£i}c^£, 
{£e£)nr^ = {{w, x{w)) : u; g ~ 
n Li n © ^) = {{w, w) -.w ££, x{w) = w} 

~ {f G £, y{v) = v}. 

On en déduit que dimr(rj., Fi, ^ © ^) = à l'aide de [231 □ 
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Remarque 4.8. L'hypothèse est équivalente a : x ^ Sp{W)^ et x appartient à un facteur de 

Lévi M de Pi. Ce corollaire caractérise le scindage de p : Sp (W) —s- Sp(VF) au-dessus de 
M{F) car Sp(Ty)^ n M{F) est dense dans M{F). 

4.2 Formules pour 0^ — B^, la forme de Cayley 

Proposition 4.9. La distribution — 6^ est lisse sur {x G Sp (W) : det{x + 1) 7^ 0}. Pour 

^^g^ 

tout à; G Sp (W) tel que det(x + 1) / 0, on a 

(0î-0p(i) = (0î + 0p((-i)-*)- 

Ici —1 est l'élément défini dans! 



Démonstration. Soit = © la décomposition de selon co^ = lo^ © lo^ . On conclut 
parEini □ 

Donnons un autre lien entre 0^ + 0^ et 9^ — 0^. Introduisons d'abord des formes qua- 
dratiques auxiliaires. 

Définition 4.10. Pour tout X G sp(Ty) inversible, définissons une F-forme quadratique q[X] 
sur W par 

q[X]{wi\w2) = {Xwi\w2). 
Définition 4.11. Pour tout x G Sp(VF)^, définissons un élément Cx dans End(M^) par 

Cx '■= ■ —■ 

X + 1 

On vérifie que Cx G sp(VF). Si x est semi-simple régulier alors Cx l'est aussi. 

On appelle q[Cx] la forme de Cayley. 
Théorème 4.12 (T. Thomas [M]). Si x £ Sp^{W)^, alors 

det{x + 1) 



^t^_lt {x)=j^{q[Cx])- 



det(x - 1) 



Démonstration. Par la spécificité de O^, il suffit de considérer le cas m = 2. Fixons £ G Lagr(M^). 

(2) ^ 

Soit X := {x,t) G Sp (Wy une paire dans la construction de Perrin-Lion. Rappelons que l'on 
a défini une constante m_i := m^i{i) dans la construction. On a (x, 1, m_i) = (— x,m_it) 
car t{£,£,x£) = par [231 D'après ÉÉl on a 



6,/,(-x,m_it) 



|det(x- 1)|V2' 
evri(/(-a;,"i-ii)) 



|det(x + l)|V2 • 

Comme / est un homomorphisme, on a 

evri(/(-a;,m_it)) = evri(/(x,t)) • evr^ (/(-l, m_i)) • 7^(r(ri, T^;, r.^;)). 
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On sait que 



evn (/(-l, m_i)) = ev£e£(/(-l, m_i))7^(r(^ eijei, r_i, Ti)), 
= m_i(£) 



car r(^e^,^e_^r_i,ri) = O par [231 

Soit —1 S Sp^(VF) l'élément défini dans 12.91 alors (—1) • {x,t) = m_i(£)^^ • (— 
comme un élément dans Sp^{W), d'oii G^(— x,m_it) = m_i(^)(0^ — 0^)(x,t) par 14.91 En 
utilisant les formules ci-dessus, on arrive à 



det(x + 1) 



det(x - 1) 



7^(r(ri,r^,r_a;)). 



Calculons 7^(r(ri, F^;, r_a;)). En vertu de l'invariance symplectique, on a r(ri, F^;, r_a;) ~ 
r(r2,-i, El, r_i). Posons y := x~^, alors Cy = —Cx et donc q[Cy\ ~ — g[Cj:]. Il reste à prouver 
que q[Cy\ est isomorphe à r(E_i, Ey, Ei). 

Puisque Ei n E_i = Ei n E^^ = {0}, on sait d'après [16j 1.4.2 que r(E_i,Ey,Ei) est Witt 
équivalent à la forme quadratique r sur Ty définie par 

r{v) = {ttt.Av)\v)w®w^ 
où "^r.i est la projection 1^ © VE = Ei © E_i — )• E_i. Soit v = {w^ y{w)) oh w ^ W . Posons 

Wl := -^(w), 

de sorte que {w,y{w)) = {wi,wi) + {w2,—W2)- Alors vrr_i(f) = {w2,—W2), et 

r{v) = {{W2, -W2)\iw,yiw)))^^^ 
= -{w2\w) - {'W2\yiw)) 

= ^{{l-y)w\{l + y)w). 

Après le changement de variable w' = ^(1 + y)w, la forme r est isomorphe à la forme ri sur W 
définie par : 

niw') = (2(2/ - l)(y + ly'w'lw') = q[Cy]{w'), 
ce qui fallait démontrer. □ 

4.3 Paramètres et la forme de Cayley 

Lemme 4.13. Soit K/K* une F -algèbre étale à involution. Pour tout r G K"^^ , soit {K,q{r)) 
le F-espace quadratique défini par 

q{r) := (tr k# /K)*{rNj^/j^#{-)) 
où on regarde {K, Nj^^j^#{-)) comme un K* -espace quadratique. Alors pour tout r, r' G 
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Démonstration. Écrivons 

K = llKi 

i&I 

tels que les Kf" sont des corps, comme dans 13.8] Écrivons aussi r = (rj)j. Alors 

sgn^/^# = J\sS^K,/Kf- 

i&l* 

Posons ■0i := ■0 o tr pour i S /*. Alors 

i&I 

Effectuons la même décomposition pour q{r'). Il suffira de démontrer que pour tout i G I, 

Prenons G -fC^^ tel que -fCj = Kf{^/di), alors det(rjA''„ ,„#(•)) = detA''^ ,„#(•) = —di. 
D'autre part, l'invariant de Hasse s(-) satisfait à 

s{nNr.,r.*{-)) = {ri,-ridi)r.# 

^1 i i 

= {ri, -Vi) #{ri,di) # 

i i 

= {ri,di)j^#. 

i 

Les mêmes formules restent valides si rj est remplacé par r-. 

On sait que ([IQJ 1.3.4) pour tout F-espace quadratique {E,Q), on a 

Cela entraîne que 

Or {■,di)j.# = sgn„ ,„#, cela démontre ([3]). □ 

Soit X E sp(M/^) semi-simple régulier tel que X G 0{K/K*,a,c). Dési gnons l'involution de 
K par T, on a r(a) = — o, t(c) = — c. Alors on peut identifier q[X] à la F-forme quadratique 
q[a\ sur K : 

q[a] : {x,y) ^ -ti K/F{acT{x)y). 
Lemme 4.14. Soit c' G tel que t{c') = —é. Soit X' G sp(VF) semi-simple tel que 

X' G 0{K/K*,a,c'). 

Alors 

-fi,{q[X']) = -f4,{q[X]) • sgn^/^# (c'c"^). 
Démonstration. On conclut en appliquant 14.131 à r := ac et r' := ac' . □ 
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Corollaire 4.15. Soient x,y £ Sp{W) semi-simples réguliers. Si 

X G OiK/K*,a,c) 
y G 0{K/K*,a,c) 

alors 



Démonstration. On a 



V a + 1 y 



On applique le lemme précédent pour conclure. □ 

Notre but principal est l'assertion suivante. 

Théorème 4.16. Soient Px le polynôme caractéristique de X £ Endj7(VF) et Px sa dérivée, 
alors 

7^(g[X]) = 7^((-l)"-i)7^(detX) • sgnK,K#{c-^Px{a)). 

La démonstration se fait en plusieurs étapes. Traduisons d'abord tous les objets en termes 
de paramètres. On a K ~ F[T]/(Px(2^)), et Px est égal au polynôme caractéristique Pa de 
a G i^. Le déterminant àeiX est égal à Nx/f{o)- Observons aussi Pa{a) G . Posons b := a} 
et Ph son polynôme caractéristique, alors K'^ = F [6] et 

Pa[T) = Pb{T^), 

Pa{a) = 2Pb{b)a. 

On a Px{X) G sp(VF) et sa classe de conjugaison est paramétrée par {K / K"^ , Pa{a) , c) . Il 
suffira donc de prouver 

iMa]) = j4{-ir-'h4NK/p{a))sgnj,/j,#{2c-'P,{b)a). (4) 

D'après 14.151 les deux côtés de 14.161 varient de la même façon par rapport à c, donc il suffit 
d'établir ^ dans le cas où 

c = Pa{a) = 2Ph{b)a. (5) 

La forme q[a] est une F- forme quadratique sur le F-espace vectoriel K. On écrit un élément 
w £ K comme w = x + ya {x,y £ K"^), alors q[a\ s'écrit comme 



w = x + ya^ -il K/Fi'^bPb{b)Nj^/j^#{x + ya)) 
= -AtvK#/F{bPk{b){x^ -by^)). 

En posant x' = 2Pb{b)by, y' = 2Pb{b)x, on obtient 

q[a] ~ {ti j,#/pUPh{b)-\-Pb{b)-^b). 
Les lemmes suivants sur la forme trace concluront la démonstration de (j3]). 
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Lemme 4.17. Définissons 

go + giT + --- + 5n-ir"-i p,{t)/{t - 6) g k*[t]. 

Alors la base duale de {1, ... , par rapport à la forme trace (tr : x i— )• tr ^# ip{x^) 

est 

{Pb{b)~^go,...,Pb{br^gn-i}. 
Si l'on écrit Pb{T) = /iq + hiT + • • • + T", alors les gt sont donnés par la formule 

n 

gk= Y. 

j=k+i 

Démonstration. L'énoncé est bien connu dans le cas où K# est un corps. Notre démonstration 
est aussi une variante de la démonstration traditionnelle. On a 



Vs = 0,...,n-1, Yl 



/3GF;Pi,(/3)=0 



PbjT) 



car la différence des deux côtés est un polynôme sur F de degré n — 1 qui s'annule en toute 
racine de Pb- Cela équivaut 



Vs = 0, . . . ,n - 1, tr;^#/p, 



fPbiT) h' 



□ 



\T-bP,{h), 

oii tr ip[- ■ ■ ) signifie la trace appliquée à chaque coefficient d'un polynôme. 
En comparant les coefficients, on obtient 

il K*/F{Pb{b)~^gk ■ h') = ôk,s- 
On vérifie la formule des gk par gn-i = 1 et la récurrence gk-i — bg^ = hj.. 
Posons m := [^J . 
Lemme 4.18. La F-forme quadratique 

qi ■■= it^K*/FUPbib)-^) 

est isomorphe à 

1. mM, si n = 2m. 

2. mH © (1), si n = 2m + 1. 

Démonstration. Prenons la base {gio; • • • ) 5n-i}- Elle est duale à {1, 6, ... , 6""^} par rapport à 
q\ d'après 14.171 La matrice Q := {qi{gi, gj))i,j est : 



/i2 /i3 • • • 
hs /l4 • • • 

V 1 



K-i i\ 

1 



••• 0/ 



Notons que detQ = (— 1)"^ et go, . . . ,gm-i forment un sous-espace totalement isotrope de 
dimension m. Si n = 2m, alors qi ~ mM. Si n = 2m + 1, alors il existe a S F^ tel que 
qi ~ mH© (a). En comparant les déterminants, on peut prendre a = 1. □ 
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Lemme 4.19. La F-forme quadratique 

92 := (tr^#/^),(6-in(6)-i) 

est isomorphe à 

1. {m - 1)M e {1, -Nk# /rib)), si n = 2m; 

2. mM® {Nj^#/p{b)), sin = 2m + l. 

Démonstration. Prenons la base {bgo, . . . , bgn-i}- Elle est duale à {1, 6, ... , par rapport 

à q2 d'après 14.171 La matrice Q2 ■= {Q2{bgi,bgj))ij est : 



/-ho 








o\ 





h2 


hs 


• • • hn-l 1 





h3 


/14 


1 












V 


1 





••• 0/ 


= (- 


ho) S 




selon les blocs. 


de la 


même façon qu'en 14.181 



(m - 1)BI © (1) si n = 2m. 

D'autre part —ho = (— l)"+^A''^#/p(6) d'après la description de 14.171 Ceci permet de 
conclure. □ 

Observons que q2 ^ (tr E#/p)^{bPb{b)~^) . 

Démonstration du théorème \4-16\ Avec le choix de c fait en ([5]) , on a vu que 

q[a] ~ gi © -92, 

où gi, 92 sont définies dans OH] et ES En utilisant HJHIHJÏÏI et le fait N^/Fia) = Nj^# /pi-b) = 
{—l)''^Nj^#^p{b), on arrive à 

q[a] c^in- 1)M © ((-l)-\ iV^/^(a)). 

D'où 

lAQ[^])=lAi-^r''hANK/F{a)). 

Puisque sgn;^/;^#(2c^^Pè(6)a) = 1 avec notre choix de c, cela établit (j4|) , donc finit la démonstration 
de iriïïl □ 

4.4 La formule via le modèle latticiel 

Supposons désormais F non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2 et fixons un p- 
réseau L C tel que L = L-*-. Posons K := Stabgp(vtA)(L). Le modèle latticiel {pl,Sl) permet 

~(2) 

d'identifier K a un sous-groupe compact ouvert de Sp (W). On va étudier le comportement 
de 6^ sur K. 

Remarquons d'abord que le relèvement de —1 G K k Sp^{W) est égal à l'élément —1 défini 
dans 12.91 d'après [ 2.151 Par conséquent, l'équation 

e^{-x) = G+(x) - Q^{x), X G Sp(Ty)î n k 

(2) 

est vraie en deux sens : on peut considérer —x comme un élément de K, relevé à Sp {W) au 
moyen du modèle latticiel, ou au sens de l4.9[ Ceci justifie notre abus de notations. 
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Lemme 4.20. Pour x e K (1 Sp{Wy , on a 



W&W/L 



qui est une somme finie si l'on fixe x. 



Démonstration. Prenons un système de représentants R G W de W/L et la base orthonormée 
{fr}r&R de Sl dans ^2X2l Soit G C^iK n Sp(VF)t) quelconque. Pour r e iî, on a 



(w^((/>)/r.)(r,0) = y (/)(a;)(w^(x)/r)(r,0)dx 
A'nSp(iy)t 



ft:nSp(H/)t 

(i^r := {x Çi K : x~'^{r) — r G L},qui est ouvert.) 

Si X est fixé, la somme sur tout r G iî du terme intérieur est finie et bornée par 

|<A(x)| • - l)-^L/L) = \cp{x)\ . I det(x-i 

qui est uniformément borné dans -R'nSp(VF)^. En utilisant le théorème de convergence dominée, 
on obtient 



= / <^(x)^l^.(x)^(^^^^^)dx 

/fnsp(»-)t (^-^^..Ei 

Le terme dans la somme ne dépend que de la classe de r mod L. On a (r|x^^(r)) = (3;(r)|r), et 
— l)r G L si et seulement si (x — l)r G L car x £ K. D'où le résultat cherché. □ 

Proposition 4.21. Soit x G i^T n Sp(Ty)t. On a : 

1. si {x — 1)(L) = L, alors 

G^(x) = 1; 

la condition est satisfaite lorsque —x est topologiquement unipotent ; 

2. si x topologiquement unipotent, alors x G Sp(VF)^ et 

G^(x) = |det(x- 1)1-1/2. 7^(g[C,.]). 

Démonstration. Montrons la première assertion. Si (x — 1)L = L, la somme dans 14.201 porte 
seulement sur l'élément 0, donc 0^(x) = 1. 

Supposons que — x est topologiquement unipotent. Soit x l'image de x dans EndF^(L/pi?L). 
On a (— x)"? = 1 pourvu que m soit assez grand. Puisque q est impair, il en résulte que — 1 
n'est pas une valeur propre de — x. Autrement dit : (x — 1)L = L. Cela démontre la première 
assertion. 
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Montrons la dernière assertion. Soit x G Sp{W)^r\K topologiquement unipotent. L'argument 
pour la première assertion montre que (x + 1)L = L ; en particulier | det(x + 1)| = 1 et donc 
X G Sp{W)K Par imi etOl on en déduit 

e^(x) = j4q[C^])\ det(x - 1)1-^/2(0+ _ e-)(_a;) 
= 7^iq[C,])\ det{x - l)ri/2e^(-x). 

Or 0^(— x) = 1 par la première assertion. D'où 0^(x) = | det(x — l)\^^^'^j^{q[Cx])- □ 
Corollaire 4.22. Soit x € K H Sp{W)^ tel que sa réduction x G Sp{L/pL) est régulière, alors 

Q^{x) = Q^{-x) = 1. 

Démonstration. Si x est régulière, alors {x it 1)L = L. □ 
Dans ce cas, on dit que x est de réduction régulière par rapport à L. 

4.5 Formules sur l'algèbre de Lie 

On peut obtenir une formule pour O^ sur l'algèbre de Lie, ce qui aura un intérêt indépendant. 
Soit X G sp(VF) inversible. On fait l'une des hypothèses suivantes : 

1. l'élément X est suffisamment proche de 0, 

2. F est non archimédien de caractéristique résiduelle p assez grande par rapport à n ([26] 
4.3), p > 2 et X est topologiquement nilpotent. 

Alors il est loisible de définir exp(X) et exp(X) G Sp(PF)-'-. 

Lemme 4.23. Supposons que X vérifie l'une des hypothèses ci-dessus. Soit x = exp(X) G 
Sp{W)i, alors 

q[a,]^q[X]. 

Démonstration. Il suffit de considérer le cas X semi-simple ; le cas général en résultera par 
continuité. Soit A la sous-algèbre commutative de End(H^) engendrée par X. Pour a G A, 
considérons son rayon spectral 

||a|| := sup{|A|i? : A est une valeur propre de a}. 

C'est une norme sur A car X est semi-simple ; A est complète par rapport à || • ||. 

On cherche une série formelle P{T) G dont le rayon de convergence est > ||X|| telle que 

P(X) est inversible et q[2- f^](f|w) = {X P{X)v\P{X)w) pour tout u,v gW. Cela équivaut à 

exp(X) - 1 



P{X)P{-X)X = 2 • 



exp(X) + 1' 



ou 

P(x)P( X) - ^ "^P(^) - ^ 
P{X)P{-X) - - . ^^^^x) + i 

Le terme à droite est de la forme 1 + Q{X), où Q(T) G F[[r^]] a un rayon de convergence 
> ||X|| et T\Q{T). Cela nous permet de définir 

P{T) := exp Q log(l + Q(r))] G ^[[r^]] 
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Cette série formelle a aussi un rayon de convergence > \\X\\. Donc P{X) est inversible car il 
appartient à l'image de l'exponentielle. On a 

P{T)P{-T) = P{Tf = 1 + Q{T) = l . '^Pj^i 7 \ . 

T exp(r) + 1 

On remplace T par X et cela permet de conclure. □ 

Corollaire 4.24. Avec les mêmes hypothèses, il existe une constante c indépendante de X telle 
que 



det(x- l)|l/2• 
o^^ X := exp{X). Si l'hypothèse (2) est satisfaite, on a c = 1 
Démonstration. D'après 14.121 et le lemme, 

det(x + 1 



0,;,(x) 



det(x - 1) 
det(x + 1) 



det(x - 1) 



1/2 

7^(9[c.])(e+-e^)(x) 

1/2 

j4q[X])e^{-x). 



Posons c := |2|"'0^(— 1). Lorsque X est assez petit, Q^{—x) = \ det(x + 1)| ^^^c. Dans le cas 
où l'hypothèse (2) est satisfaite, on a c = 1. D'oii le corollaire. □ 

4.6 Décompositions 

Fixons f G 2Z>i. Supposons qu'il y a une décomposition orthogonale d'espaces symplec- 
tiques 

W = Wi®---®Wr, 

Alors il existe un homomorphisme canonique 

r 

k=k 

On en déduit un homomorphisme recouvrant i. 



j:\{^Y^"{Wu)^^V {W) 



k=l 

telle que j~^{Sp^ ''(l^)^) = 111=1 ^P^ \Wk)^ . Pour 1 < k < r, notons o|^' le caractère de la 

" — (f) " — (f) 
représentation de Weil de Sp (Wk) attachée à ^ ; il est lisse sur Sp (Wk)^ . Le résultat découle 

de l'additivité symplectique de l'indice de Maslov. 

Proposition 4.25. Soient Xk G Sp (TVfc)^ pour 1 < k < r, alors 



e^{j{xi,...,Xr)) = n® 



k=l 
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Supposons maintenant F non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2. Fixons un 
réseau L C VF tel que L = L^. Soient Lk := Wk H L. Supposons que L = ©^,=i-Ï^A;, alors 
= Lfc dans Wk- Posons := Stabsp(M/fe)(^fc)- 

Soit X G Sp{W)^ n K tel que x{Lk) C Lk pour tout k. Il existe alors Xk G Sp{Wk)^ HKk pour 

(2) 

tout k tel que . . . ,Xr) = x. On regarde x (resp. les x^) comme un élément de Sp {W) 

(2) 

(resp. Sp {Wk)) à l'aide du modèle latticiel associé à L (resp. L^). La proposition suivant 
résulte immédiatement de 14.201 

Proposition 4.26. Avec les hypothèses ci-dessus, on a 

k=l 

4.7 La formule du produit 



e4x) = llefixk). 



Dans cette section on se place dans le cas global. Fixons f S 2Z>i. Rappelons que l'on a 

- — (2) (f) ~ 

une immersion canonique i : Sp{W,F) — )• Sp {W,A) C Sp {W,A). On écrit i{x) = [xv]v où 

— (f) 
5, eSp' '{W,). 

Définition 4.27. On dit que deux éléments x = {xv)v, y = {yv)v dans Sp(VF, A) sont localement 
géométriquement conjugués si pour toute place v, Xy et dans Sp(M^, F^) sont géométriquement 
conjugués. 

— (f) 

Théorème 4.28. Soient x G Sp(W,F) et y = [y^] G Sp (VF, A) tels que y est localement 
géométriquement conjugué à x. Supposons que det(x — 1) 7^ 0. Alors &ip^{yv) = 1 pour presque 
tout V, et le produit W^^ip^ijjv) est bien défini et à valeurs dans jjf. On a aussi 

l[Q^^{xy) = l. 

V 

De même, si det(3; + 1) 7^ alors les assertions ci-dessus restent valables avec (O^ — O^ ) 
au lieu de 0^„. 

Démonstration. Traitons d'abord le cas det(2; — 1) 7^ 0. Pour presque toute place finie v on 

a = L^, y^ € Ky et {y^ — l){Ly) = Ly, alors 14. 2T] entraîne que @^^{yv) = 1- Puisque les 

distributions locales 0^^ sont spécifiques, le produit &ip^{yv) ne dépend pas du choix des y^. 

~(f) 

Fixons un lagrangien £ G Lagr(VF). On plonge Sp (VF, A) dans Sp^(VF, A), alors 



i{x) = (x,(^M,Jx]) 

V 

d'après I2.19[ La formule 14.41 entraîne que 

Or I det(x — 1)|„ = 1, et la réciprocité de Weil entraîne que 

J]7^„(T(r„ri,£e^)) = i 

V 

car l'espace quadratique t{Tx, Ti,£(B£) est défini sur F. D'oîi la formule du produit de la première 
assertion. Soit y = S Sp(VF, A) tel que y est localement géométriquement conjugué à x, on 
a @^^{xy)Q^^{yv)~^ E jjf pour toute place v d'après 1131 cela démontre le reste. 

Le cas det(x + 1) 7^ résulte du cas précédent, de 14.91 et de 12.201 □ 
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5 Endoscopie 

— — (f) 

Désormais, fixons f G 2Z>i et posons Sp(ty) = Sp (W) pour W un F-cspacc symplcctique 

~ ~(f) 

oii F est un corps local. De même, posons Sp(VF, A) = Sp {W, A) si F est un corps global. 

5.1 Données endoscopiques elliptiques 

Fixons F un corps local ou global de caractéristique et fixons {W, {■{■)) un F-espace sym- 
plcctique de dimension 2n, n G Z>o. Soient n',n" G Z>o, n' + n" = n. Nous étudierons les 
groupes 



G := Sp(W), 

H = Hn' n" '~ h' X -ff", OU 

iï' := S0(2n' + 1), 
H" := S0(2n" + 1); 

^ ( Sp(H^), lorsque F est local, 

lSp(VF,A), lorsque F est global. 

Ici S0(2m + 1) (m = n' ou n") signifie le groupe orthogonal impair déployé associé à la forme 
quadratique sur F^^i+i • 

m 

{.•^—mi • • • ) XQ-i ■ ■ ■ 1 ^m) ^ 2 ^ ^ XiX—i + Xq. 

1=1 

Notons p : G ^ G{F) (resp. p : G ^ G{A)) le revêtement métaplectique si F est local 
(resp. global). 

Une donnée endoscopique elliptique de G est une paire {n',n") comme ci-dessus. Désormais, 
fixons une telle donnée (n', n"). Le groupe H := Hn'^n" est le groupe endoscopique elliptique as- 
socié à (n', n"). Spécifions maintenant la correspondance de classes de conjugaison géométriques 
semi-simples. 

Fixons des F-tores maximaux déployés S' C iî', S" C H" et posons S = S' x S", c'est un 
F-tore maximal déployé dans H. Fixons aussi des F-tores maximaux déployés T' C Sp(2n'), 
T" C Sp(2n") et T C Sp(H^). Ces objets sont uniques à F-conjugaison près. 

Notons par W^'{S'), W^"{S"), VFSp(2"')(t'), W^p^^''"\T"), W^{T) les groupes de Weyl 
associés à ces tores maximaux, alors W^{S) = (S") x {S") - H y a des homomorphismes 
canoniques 

et des F-isomorphismes qui respectent les homomorphismes ci-dessus 

H' -.S' ^ T', 
-.S" ^ T", 
V -.T' X T" ^ T. 
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On obtient ainsi des F-morphismes, notés par les mêmes lettres : 
fi' -.S'/W^'iS') ^ T7W^Sp(2n')(^/)^ 
/ -.s^w^'^s") ^ t"/W^p^^''"\t"), 

Posons 

Ai = f^n',n" := V o (id, -id) o (^', /) : S/W^{S) ^ T/W^{T). (6) 

Puisque G est simple et simplement connexe, /u donne naissance à une application, notée 
encore par fi : 

/.:^r(F(F))^^r(G(F)). (7) 

Cette application ne dépend pas du choix de F-tores maximaux. De plus, elle est à fibres finies 
car fi' , fi", V le sont. 

Définition 5.1. Si 5 € G(F)ss, 7 G iî(F)ss sont tels que /i(C'g^°(7)) = C'g^°((5), on dit que b et 
7 se correspondent. 

Remarque 5.2. Lorsque n' = ou n" = 0, ^ est bijectif. C'est démontré dans [1] pour F un 
corps local, mais l'argument marche aussi sur un corps global. 

Explicitons l'application [i en termes de paramètres. 

Proposition 5.3. Soit 7 G îl{F)ss = H'{F)ss x H"{F)ss tel que 

jeO{{K'/K'*,a',{VK',hK'),{Vl,q'^))e{K"/K"*,a",{VK",hK"),{V^,qm, 
alors un élément ô € G{F)ss lui correspond si et seulement si 0{ô) est paramétré par 

0{K/K*, (a', -a"), {Wk, Hk), iW±, (•|-)±)) 

où K := K' X K" comme F-algèbres étales à involution, et les autres données sont soumises 
aux conditions 

Wk — Vk' © Vk" comme K — modules, 
diuiF W+ + l = dimp + dimp VH, 
dimp W- + l = dimp VL + dim^T^ V^. 

Démonstration. L'application /i' induit une application ^is°{H'{F)) — )• '^s|°°(Sp(2n', -F)) qui 
envoie une classe de valeurs propres 

ai,...,a^',l,(a^,)"\...,(a'i)~^ 

sur une classe de valeurs propres 

Il en est de même pour fi" avec n" au lieu de n' . 

D'autre part u induit une application ^sf °(Sp(2n', F)) x ^«f °(Sp(2n", F)) ^ ^sf°(G(F)) 
préservant les valeurs propres. L'assertion en résulte par la construction de fi □ 
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Définition 5.4. On dit qu'un élément 7 G H{F)ss est G-régulier si fj,{0^^{'y)) est régulier. On 
note l'ouvert de Zariski des éléments G-réguliers par Hc-reg- 

Si 7 = (7', 7") est G-régulier, alors 7' et 7" sont assez réguliers. 

Corollaire 5.5. Deux éléments 7 = (7', 7") G Hc-regiF) et ô £ Greg{F) se correspondent si et 
seulement s 'ils admettent des paramètres de la forme suivante 

7' G 0{K'/K'*,a',c') 
j" eO{K"/K"*,a",c") 
5 G 0{K/K*, (a', —a"), c) 

où K = K' X K" comme F-algèbres étales à involution. Il n'y a pas de restrictions sur les 
données c', c" , c. 

Enfin, la formation de l'application /i est compatible aux complétions. 

5.2 Une notion de stabilité 

Supposons que F est un corps local. Soient 6 G Greg{F) et T l'unique F-tove maximal 
contenant ô. Alors 7^(0) := C'^*((^)/conj est un torseur sous H^{F,T). Explicitons cette action. 
Si 0{ô) est paramétré par [K/K"^ , a, c), K = Hie/ alors on a des isomorphismes canoniques 

H\F,T) ^ i^#x/iV^/^#(KX) pi* 
011 sgUj := sgn„ ,„#. D'autre part 0^^{ô)/con^ est isomorphe au même ensemble, sur lequel 

1 / i 

H^{F,T) agit par multiplication. 

Définition 5.6. Soient ôi,Ô2 G G^eg, on dit qu'ils sont stablement conjugués si leurs images 
dans G{F) sont stablement conjugués et si 

(e+-G;^)(^i) = (0j-G;^)(52). 

Soit 6 G Grcg, notons 0^^{ô) l'ensemble d'éléments dans G^eg stablement conjugués à 6. On 
définit V{ô) := C'''*(5)/conj. 

Pour F = M., cette notion ad hoc coïncide avec celle d'Adams ([T] 8.10) si l'on se restreint à 

(2) 

Sp {W). Pour F = C, on identifie G à Ker (p) x G(C). Deux éléments réguliers (ei, ôi), (e2, 62) 



sont stablement conjugués si et seulement si ôi,Ô2 le sont et £1 = 62, d'après [^?3l 

Lemme 5.7. Soit ô G Greg, alors p : G — )• G{F) induit une bijection — )• 'D{ô). 

Démonstration. Soit ôi G 0^^{ô) et ôi G p^^{ôi) quelconque. D'après [4.51 il existe s G Ker (p) 
tel que 

(0+-ep(^i) = s.(e+-G^)(^). 

Or Oj — O^ est spécifique, donc il existe un unique Si G p~^(5i) stablement conjugué à 6. 
Cela permet de conclure. □ 

Soient ô, ôi stablement conjugués. Notons T le i^-tore maximal contenant ô, on pose mv{ô, ôi) :- 
mv{ô, Si) ; c'est l'unique élément c G H^{F, T) tel que c - ô = 61. 

Remarque 5.8. La notion de stabilité est compatible avec la restriction : si f , f G 2Z>i, f|f' 

_ _ — (f) . _ ^ — (f) 

et ô,ôi G Sp (VF)reg, alors ô et ôi sont stablement conjugués dans Sp (W) si et seulement 

— (f) 

s'ils sont stablement conjugués dans Sp {W). 
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5.3 Facteur de transfert 

Sauf mention expresse du contraire, dans cette section F est toujours un corps local. 
Soient 5 G Greg, 7 = (7', 7") £ Hc-regiF) tels que (5 et 7 se correspondent. Supposons que 

7' G 0{K'/K'*,a',c'), 
j" GO{K"/K"*,a",c"); 

alors on a une unique décomposition orthogonale W = W © W" stable par 6 telle que si 
l'on pose ô' := S\w, ô" := ô\w", alors 

5' G 0{K'/K'*,a',c') 
ô" eO{K"/K"*,-a",c"). 

On a un diagramme commutatif associé à Vl^ = W © PF" : 

Si)(Vr') X Sp{W") — ^ Sp{W) 



(p',p") 



p 



Sp{w') X Sp(Ty")^^ ^Sp{w) 

et il existe 6' G S5(W^'), ^" G Si)(VF") tels que j(<5',<5") = 6, i{ô',ô") = ô. La paire {ô',ô") 
est unique et appartient à Sp(VF')rcg x Sp(H^")reg- Par contre la paire {ô',ô") est unique à 
multiplication par {{e,s~^) : e G Ker (p)} près. 

Définition 5.9. Avec les hypothèses ci-dessus, définissons 

A"Cô") := ^ ^(^0, 

Aoiô',6") := sgnj,yj,.#iPa'ia")i-a")-''' det{6' + 1)), 

où e'J (resp. e"J) sont les caractères définis sur Sp{W') (resp. Sp{W")), et Pa'{T) G F[T] est 
le polynôme caractéristique de a' G K'^ (qui est aussi le celui de 6' G EndpiW)). Remarquons 
que Pa'(a")(-a")""' G K"*"" . En effet, Pa'{T){Ty''' G F[r + T-^] car T(a') = a'-^ où r est 
l'involution de K', et la régularité de ô entraîne que Pa>{a") / 0. 
Le facteur de transfert est défini par 

A(7,5~) := Ao(5',y')A'(y)A"(y'). 

Comme A', A" sont des distributions spécifiques, A(7,5) est bien défini. Ce ne dépend que 
de C^*(7) et 0(5), et le terme Aq ne dépend que de C'^*(7). 

Définissons A(7,(5) = si 7 et (5 ne se correspondent pas. Cela définit une fonction A sur 

Remarque 5.10. Le terme Aq est trivial lorsque n' = ou n" = 0. Lorsque F = M et n" = 0, 

- — -(2) 

A coïncide avec le facteur de transfert défini par Adams p.], quitte à se restreindre sur Sp (W). 
Lorsque F = C, A est trivial. 
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Déduisons d'autres formules utiles pour A. 
Proposition 5.11. On a aussi 

= Aoiô',6") ■ ^l^^tA ô) ■ iMCs'])-'. 

Démonstration. Cela résulte de 14.121 et I4.25[ □ 

Proposition 5.12 (Spécificité). A est spécifique au sens suivant 

VeGKer(p), A{-f,eS) = eA{-f,ô). 

Démonstration. On utilise la première formule de I5.11[ Les termes Aq{5',ô") et 7^(g[C5"]) ne 
dépendent que de ô, pourtant le terme (0^ — 0^)(^)/|---| est spécifique. Cela permet de 
conclure. □ 

Maintenant soit T le F-tore maximal contenant 6, et T = T' x T" la décomposition cor- 
respondant k 6 = i{S',ô"). Décomposons les i^-algèbres étales dans les paramètres pour ô',ô" 
comme 

K" = n . 

îG/" 

Cela nous permet d'écrire 

H\F,T') = pr, 

Comme l'endoscopie pour les groupes réductifs, on dispose de la notion du caractère endo- 
scopique k = kt : H^{F,T) — )• p2- Vu l'identification ci-dessus, c'est défini par 

K:p2 X IIJ2 — >P2 



i&I"* 

Proposition 5.13 (Propriété de cocycle). Conservons le formalisme ci-dessus. Si 5 est stable- 
ment conjugué à ôi, alors 

A(7,5i) = (K,inv(5,5i))A(7,(5). 

Démonstration. On utilise la première formule de lS.llI Le terme Aq ne dépend que de {K' /K'"^ , a') 
et {K" /K""^ ,a"), donc la stabilité n'y intervient pas. D'autre part — O^ est constante sur 
une classe de conjugaison stable par définition. Il suffit de traiter le terme "y^{q[Cs"]). L'assertion 
résulte immédiatement de 14.151 □ 

Remarque 5.14. Si F est global, les caractères locaux définis ci-dessus s'assemblent, par la 
théorie du corps du classes, en un caractère 

kt:H\A/F,T)^P2 

avec la notation de [7J §1.4. Ceci sera utile pour la stabilisation de la formule des traces. 
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Considérons la question de la normalisation (cf. 4.6). Pour l'instant, supposons que F 
est non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2 ei ip est de conducteur Op. Fixons un 
réseau autodual LcWetle sous-groupe hyperspécial associé K C G{F). Fixons aussi un sous- 
groupe hyperspécial Kh de H (F). Supposons qu'il existe 7 G Kh, ô G K qui se correspondent 
tels que 7, 6 sont de réductions régulières. De tels choix existent. 

Proposition 5.15 (Normalisation à la Waldspurger) . Pour (7, 5) comme ci-dessus, on aA{'y,ô) - 
1. 

Démonstration. Il existe une décomposition L = L' (B L" où L' = W n L, L" = W" n L par nos 
hypothèses. Soient K' C Sp(M^'), K" C Sp(W^") les sous-groupes hyperspéciaux associés, alors 
5' G K' , 5" G K" et ils sont de réductions régulières. 

Montrons que /\o[6\5"), /\'{5') et /\'\5") sont tous 1. C'est clair pour Aq ; pour A' et A", 
on utihse WT2\ □ 

Proposition 5.16 (Symétrie). Notons IS.ni ^n" le facteur de transfert associé à la paire {n',n") et 
^n",n' celui associé à {n",n'). Pour tous 7 = (7', 7") G H{F) et ô £ G{F) qui se correspondent, 
on a 

An',n"((7',7"),5) = A„»,„,((7",7'),-^) si 8|f 
où —1 £ G est celui défini dans \2.!A Plus précisément, on a 

A(n',„")(^')A('„',„")(^") = ^'(n" ,n'){-~^")^{n» ,n>){-~^")^ 8|f; 

^Q,(n',n"){^\5") = Ao,(n",n')(-'^"; -"^O' f quelconque. 
Démonstration. L'assertion pour A' A" résulte de 14.91 L'assertion pour Aq sera démontrée en 

Em □ 

Enfin, on dispose aussi d'une formule du produit. Supposons F global, ip : A/ F ^ §^ un 
caractère non-trivial avec décomposition ip = ipy . On a défini un facteur de transfert Aj, 
pour toute place v. 

Proposition 5.17 (Formule du produit). Soient 7 G Hc-regiF) et S £ G{F) qui se corres- 
pondent. Soit i{6) = [5v]v, alors : 

- pour presque toute place v, on a At,(7, 5„) = 1 ; 

- n.A„(7,5„) = i. 

Démonstration. Dans ce cas-là, on a une décomposition W = W' © W" et des éléments 5' G 
Sp{W')rcg,ô" G Sp(VF")reg tcls que l{6', 5") = 5. Tous ces objets sont définis sur F. Vu la formule 
du produit pour A', A" ()4.28p . il reste à prouver : 

- pour presque toute place v, on a Ao„(5',(î") = 1 ; 

- n.Ao,.(y,o = i- 

Supposons que 5' G 0{K' / K'* ,a' 5" G 0{K" /K"* ,a" ,c"). Posons d'autre part 

a" := P,,(a")(-a")-"' det(l + a') G K"*"" . 
La formation de a" est compatible à complétion. Il s'agit de montrer que 

V 

OÙ K" est la complétée de K" comme une F-algèbre étale à involution. C'est une conséquence 
de la théorie des corps du classes. □ 
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5.4 Descente parabolique 

Supposons maintenant que 8|f. Rappelons que les sous-groupes de Lévi de H sont de la 
forme 

Mh = JJ(GL«) X GL«)) X (8) 
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où / est un ensemble fini, iî^ = S0(2m'+1) xS0(2m"+f ) avec {m', m") e Z|o,les (n^,0 G 
sont tels que Yliei n'- + m' = n' , Yliei + = Le plongement de Mh dans M est défini 
par rii GL(n9 x S0(2m' + 1) S0(2n' + 1) et Ui GL(0 x S0(2m" + 1) S0(2n" + 1). 
Posons m = m' + m". On dit qu'un sous-groupe de Lévi M de G correspond à {Mh,H) s'il est 
de la forme 

M = JjGL(ni) X G\ (9) 
iei 

ou avec W un F-espace symplectique de dimension 2m tel que n'- + n'- = ni 

pour tout i G /. 

Fixons M H et supposons M associé à {M h-, H). A l'aide des décompositions ci-dessus, on 
écrit les éléments de M{F) comme {{ôi)i,zj,ô^) et on écrit les éléments de Mh{F) comme 
((7i)ig/,7^). Notons & la fibre de p : G ^ G{F) au-dessus de G\F), alors p : & ^ G\F) 
est le revêtement métaplectique et est un groupe endoscopique elliptique de G^ déterminé 
par la paire (m', m"). Le revêtement p se scinde canoniquement sur les composantes GL(ni) par 
I3.13|2.l51 et I4.8[ il y a donc un isomorphisme canonique 

j:\{Gl.{ni)x&' ^Y*-\M{F)). 

i 

Pour ô G Tp~^{5), notons 5^ G & l'élément tel qu'il existe {ôi) avec j{{5i),5^) = ô. 

Un élément dans M{F)ss est dit G-régulier s'il est régulier dans G. On note Mc-reg l'ouvert 
de Zariski des éléments G-réguliers. Un élément 7 G Mh{F)^^ est dit G-régulier s'il existe 
ô G Mc-regiF) qui lui correspond. 

Proposition 5.18 (Descente parabolique du facteur de transfert). Soient Mh un sous-groupe 
de Lévi de H et M un sous-groupe de Lévi de G qui correspond à {M h, H). Soient 7 G M h {F) 
et ô G MG-reg{F) qui se correspondent comme éléments dans H (F) et G{F). Alors 7'' et se 
correspondent. Notons Aj^ q et A^b les facteurs de transfert associés à {G, H) et {G\H^), 
alors 

pour tout ô G p~^{ô). Plus précisément, cette propriété est satisfaite pour tous les deux facteurs 
A' A" etAo. 

Démonstration. Pour le terme A' A", observons que, d'après [4.251 13.131 et 14.71 on a 

011 le terme à gauche est défini par rapport à G^ . Par 15.111 on voit que 

A'Cô')A"Cô") = ^^iMCs''])- 

Or les classes de conjugaison des composantes ôi donnent des formes hyperboliques comme 
facteurs directs de ^[G^"], qui n'affectent pas 'y^{q[Csii]). On obtient la descente du facteur 
A' A" en appliquant 15.111 encore une fois. 
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Pour le terme Aq, observons que 0{ô) est paramétré par une donnée 
{K/K*,a, c) = ^{Ki/K*, a„ a) {E/E*,a, 7) 

i 

OÙ 0{ô^) = 0{E/E'^ ,a,^) et Ki ~ Kf x Kf pour tout i. Les données ont de plus les 
décompositions Ki/K* = K'JK'* K'IjK'l*, etc. 

Il s'agit de démontrer que l'on peut enlever {K'J K'* ,a[,c[) et {K^ / K'^* , a!l , 4) dans la 
définition de Aq. C'est clair pour {K'- / K'^"^ ^ a'I , c'I) car le caractère sgnj^///;^//# (•) se factorise 

par —s- i?*^. Pour {K-fK-"^ ,a^,c'^), observons que la svmétrie 17.171 pour Aq échange les 

rôles de ô' et ô" quitte à les multiplier par —1. Un argument de va-et-vient permet de se ramener 
au cas précédent. □ 

5.5 Énoncés du transfert et du lemme fondamental 

Dans cette section, F est un corps local. 

Intégrales orbitales Soit M un i^-groupe réductif connexe et soit m S Mj-eg{F). Posons 

DM{m) := det(l — Ad (m)|m/mm). 

Soit / G C^(M(F)). Fixons des mesures de Haar sur M{F) et M„i{F). L'intégrale orbitale 
de / en m est définie comme suit 

Juim, f) ■.= \DM{m)\^^'^ ■ j f{x^^mx)dx. 

Mm(F)\M(F) 

Si m G M{F) est fortement régulier, l'intégrale orbitale stable est définie comme 

Jti{m,f) :=Y^JM{mi,f) 

mi 

OÙ mi parcourt des représentants de 0***(m)/conj. 

Les mêmes définitions s'adaptent à l'algèbre de Lie. Soit X G mreg(i^). Posons 

Dm{X) :=det(ad(X)|m/mx). 
Soit / G C^{m{F)). Fixons les mesures comme précédemment et définissons 

JM{X,f):=\DM{X)\^^^- J f{x'^Xx)dx, (10) 

M„(F)\Af(F) 

JtdXJ):=^JM{X^,f) (11) 

Xi 

où Xi parcourt des représentants de 0^*(X)/conj. 

On considère aussi les intégrales orbitales sur un revêtement. Soit p : M — )• M{F) un 
revêtement d'un F-groupe réductif connexe satisfaisant à la condition simplificatrice suivante. 

Hypothèse 5.19. On suppose que x,y £ M commutent si x,y G M{F) commutent. 
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Définissons les sous-ensembles Mj-eg et Mss comme les images réciproques de leurs avatars 
sur M (F). Fixons les mesures comme précédemment et définissons 

J^(m,/) := |Z)m Ml I f{x-^rhx)dx (12) 

Mm(F)\M(F) 

OÙ X est une image réciproque quelconque de x. Si F est archimédien, alors on peut définir les 
intégrales orbitales d'une fonction / dans l'espace de Schwartz S{M{F)) ou S{M). 

Revenons au cas du groupe métaplectique pour lequel 1 ' hvp ot hèse 1 5 . 1 9 1 est satisfaite. Soient 
7 G Hc-regiF), f G C^--{G). Définissons l'intégrale orbitale endoscopique par 

Jnd^J) := J;A(7,5~)J(5(^,/) 

s 

où : 

- les ô parcourent les représentants des classes de conjugaison dans G{F) qui se corres- 
pondent à 7 ; 

- 5 G G est une image réciproque quelconque de ô, le choix n'affecte pas la définition car A 
est spécifique ()5.12p et / est anti-spécifique. 

Si F est archimédien, on peut aussi définir J^Qi',/) pour / G S--{G). 

La conjecture de transfert Soient 7 G Hc-TegiF) et ô £ Greg{F) qui se correspondent. 
D'après la description des commutants via paramètres dans ^3.3\ on a un isomorphisme entre 
-F-tores Hy — )• Gs- On en déduit une correspondance entre les mesures de Haar sur Hy{F) et 
GsiF). ^ 

Le résultat que nous établirons est le suivant. 

Théorème 5.20 (Transfert d'intégrales orbitales). Fixons des mesures de Haar sur G{F) et 
H{F). Soit f G C^..{G), alors il existe G C^{H{F)) tel que 

'^//,g(7,/) = ^^*(7,/^) 

pour tout 7 G HG-reg{F), où Oïl utiUse les mesures de Haar qui se correspondent sur les com- 
mutants. On dit que est un transfert de f. 

Si F est archimédien et f G S--{G), alors on peut prendre G S{H{F)) satisfaisant à 
l'égalité ci-dessus. 

La fonction f^ n'est pas unique, mais ses intégrales orbitales stables sont caractérisées par 

/. 

Le cas non ramifié : le lemme fondamental pour les unités de l'algèbre de Hecke 

Hypothèse 5.21. On fait les hypothèses ci-dessous. 

- F est non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2 et \of/Pf\ > 3. 

- p est assez grand par rapport à n. Une minoration possible de p est celle dans |26j 4.4, 
appliquée aux groupes G et H. 

- ip est de conducteur Op. 

Définition 5.22. Soit M un F-groupe réductif non ramifié. On dit qu'une mesure de Haar sur 
M{F) est non ramifiée si mes(-ftr) = 1 pour tout sous-groupe hyperspécial K de M. 
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Remarquons que les sous-groupes hyperspéciaux sont conjugués par Ms^{F), et la conjugai- 
son préserve les mesures de Haar, il suffit donc de considérer un choix de K. 

Prenons un réseau autodual L C W et notons K = StabG(-Z>) le sous-groupe hyperspécial de 
G{F) associé. Fixons aussi un sous-groupe hyperspécial Kh de H (F). Le lemme fondamental 
pour les unités concerne le transfert de la fonction anti-spécifique 

si X G eK, £ G Ker (p), 
si X ^ ■p~^{K). 

Théorème 5.23 (Le lemme fondamental pour les unités de l'algèbre de Hecke sphérique an- 
ti-spécifique). Soit Kh un sous-groupe hyperspécial H {F), alors Ikh 6st un transfert de fx si 
l'on utilise les mesures non ramifiées sur G{F) et H (F). 

La démonstration occupera les sections suivantes. Nous obtiendrons aussi des résultats plus 
forts sur le transfert pour le cas archimédien. 




Remarques sur le choix de revêtements Les seuls résultats qui fait intervenir l'hypothèse 
8|f sont les suivants : 

- la symétrie pour A' A" (|5.16|) . qui fait intervenir l'élément —1 G G; 

- la descente parabolique ^5.41 

En particulier, on peut formuler la conjecture de transfert et le lemme fondamental pour 
chaque choix de f . Montrons qu'elles sont équivalentes. Soient f , f G 2Z>i et supposons que 

f|f'. Posons a := Sp (W), G := Sp \W). Alors G ^ G'. Le résultat suivant découle 
immédiatement . 

Lemme 5.24. Soient f G C^-(G") et f € G^—{G) sa restriction. Pour tout 6 £ G, on a 

JG,{ÔJ') = JG{lf), 
où on utilise les mêmes mesures de Haar sur G{F) et Gs{F). 

Proposition 5.25. Les énoncés de transfert (cf. \ 5.2(J\) pour G et G' sont équivalents. 

Dans le cas non ramifié, les énoncés du lemme fondamental pour les unités ( cf. \ 5.23\) pour 
G et G' sont équivalents. 

Démonstration. Soient /', / comme ci-dessus. Dans la définition de l'intégrale orbitale endosco- 
pique Jjj f), on peut choisir les 5 dans G. Vu la compatibilité de la notion de stabilité 
(par 15. sp et du facteur de transfert (par sa spécificité) par rapport à restriction, on déduit par 
ledit lemme que 

□ 

Le cas des fonctions de Schwartz dans le cas réel est analogue. 



6 Transfert : le cas archimédien 

Les résultats ici sont valables pour le transfert des fonctions à support compact ainsi que 
les fonctions de Schwartz. Nous traitons principalement le premier cas et nous signalerons à la 
fin les modifications nécessaires pour les fonctions de Schwartz ()6.9p . 
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Puisque la restriction des scalaires ne s'applique pas au groupe métaplectique, il faut traiter 
le cas complexe séparément. Pour la plupart, nous nous occupons du cas F = M ; le cas F = C 

est beaucoup plus simple. Nous rajouterons quelques remarques à la fin. 



D'après [5.251 il suffit d'établir le transfert pour f = 8. Notons Sp(H^) := Sp (W) pour tout 
F-espace symplectique W. 

6.1 L'endoscopie chez Renard 

Posons F = M. et n' + n" = n. Soient W un F-espace symplectique de dimension 2n et 
W = W' ® W", dïmW = 2n', dïmW" = 2n". A la paire (n',n") et à un F-tore maximal T 
dans G est associé l'objet k dans 15.131 

Afin de réconcilier avec le formalisme de [15], posons 

G:=Sp{W), 

G:= MW), 
G* := Sp(Ty') X Sp{W"), 

(5* := Sp{W') X Sp{W"), 

t : G* G, 
j : G* ^ G. 

Dans [18j, Renard travaille avec les revêtements à deux feuillets et il considère le groupe 
Im (j) au lieu de G*. Mais peu importe. 

Définition 6.1. On dit qu'une fonction / G G^(G^) est spécifique (resp. anti-spécifique) si 
/ est spécifique (resp. anti-spécifique) en les deux coordonnées. L'espace de telles fonctions est 
noté par C^_{G'') (resp. G^-{&)). 

On dit qu'un élément {5', 5") G G* est G-régulier si l{ô',ô") est semi-simple régulier. L'en- 
semble des éléments G-réguliers est noté Gq_^^^, et son image réciproque Gg_j,gg. 

Nous utiliserons systématiquement l'application 

r :G^ ^ G^ 

{x',x") ^ {x',-x"), 

on x" I— —x" est l'opération définie par 12. 9i On a = id. 

Conservons les conventions de jT8J pour les mesures et les intégrales orbitales. Identifions 
donc une intégrale orbitale sur G à une certaine fonction invariante S G°°(Greg) ; la même 
convention s'applique à G*. Dans ce qui suit, nous ne considérons que les fonctions anti- 
spécifiques. 

Définition 6.2. On dit qu'une fonction (p G G°°(Gi-eg) est une intégrale orbitale anti-spécifique 
s'il existe / G G^-(G) telle que (j) = Jg^'iÎ)- L'espace des intégrales orbitales anti-spécifiques 
est notée X--(G). De même, définissons l'espace X--(G^). 

En utilisant la notion de stabilité introduite en ^b.2\ qui coïncide avec celle de |18j . nous 
définissons les espaces d'intégrales orbitales stables anti-spécifiques : 

X?Î(G),X?Î(G*). 

On dit qu'une fonction cj) G G°°(Greg) est une intégrale K-orbitale anti-spécifique si T*(f) est 
une intégrale orbitale stable anti-spécifique. L'espace des intégrales K-orbitales anti-spécifiques 
est noté X«;,-(G*). 
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Notre définition des intégrales K-orbitales coïncide avec celle de Renard d'après 
p. 1226. L'espace X^--{G'^) est une limite inductive d'espaces de Fréchet. 

La démonstration du transfert archimédien repose sur trois ingrédients : le transfert de G 
vers G*, le transfert de vers le groupe endoscopique H, et la comparaison des facteurs de 
transfert. La comparaison sera fait dans la sous-section suivante ; les deux théorèmes de transfert 
se trouvent dans [T7] et [18], mais il faut les mettre sous une forme convenable. 

Théorème 6.3 (cf. [18j 4.7). On sait définir un facteur de transfert 

de sorte qu'il existe une application linéaire continue 

Trans ■.Z-{G) ^X«,-(G'*) 

définie de la façon suivante : <j)^ est déterminée sur le sous-ensemble dense Gq_^^ par 

SeO''*(S(-,)/conj 

Observons en passant que j identifie 0^^{ô')/coni x 0'^*(5")/conj à O^^ (Ôq) / con] . 
Nous donnerons une expression explicite de A/j dans la section suivante. 

Démonstration. Dans |18j . ce théorème est énoncé pour les revêtements à deux feuillets, le 
groupe Im (j) au lieu de G* et les intégrales orbitales spécifiques. Notre énoncé s'obtient en 
trois étapes. 

- Le théorème [TH] 4.7 est valide si l'on remplace Im(j) par G*. Ceci est clair. 

- Il reste valide pour les intégrales orbitales anti-spécifiques ; ceci est trivial car les objets 
spécifiques et anti-spécifiques coïncident pour les revêtements à deux feuillets. 

- Finalement, on étend le théorème |18] 4.7 à tout revêtement de G{F). Cela se fait comme 
dans [5:251 

□ 

Théorème 6.4 (cf. [ITj 6.7). Posons H := S0(2n' + 1) x S0(2n" + 1), alors on peut définir 
une application linéaire 

caractérisée par 

T{<t>){i' n") = à.'{5')^'{5")ép{5' ,5") 

où 7' et 5' G Sp(M^')reg se correspondent par rapport à la donnée endoscopique (Sp(T^'), S0(2n'+ 
1) X {1}), 7" et 6" £ Sp{W")reg sc Correspondent par rapport à (Sp(l^"), S0(2n" + 1) x {1}), et 



Démonstration. Cet énoncé est pour l'essentiel celui de Renard. L'énoncé dans |17J ne concerne 
que le cas n" = 0, mais on l'étend sans difficulté aux produits directs. On procède comme dans 
la démonstration de 16.31 et obtient la version énoncée ci-dessus. □ 



50 



6.2 Comparaison de facteurs de transfert 

Les tores maximaux dans G sont isomorphes à des tores "standards" de la forme 

2m + r + s = n. 

Cela décrit tous les tores maximaux dans G à conjugaison stable près. 

On utilise les coordonnées z = (^j)^]^, w = {wjYj^i, a = {ak)%^i pour T™'*''**. Soient Zi,Wj, 
les caractères correspondants. 

Proposition 6.5. Soit (5', 6") G G** qui est G-régulier. Supposons que le tore maximal T' x T" 
contenant (ô' , 5") est de la forme x T*" . On paramètre (5', 8") par ses coordonnées 

{z',w',a',z",w",a"). Alors 

^r{S',S") = n sgn(Re(^,) - Re{w]„)). 
j'J" 

Démonstration. C'est essentiellement [18] (4.8) et les discussions qui suivent. □ 
Corollaire 6.6. Le facteur est constant sur une classe de conjugaison stable. 
Proposition 6.7. On a Aq = Ar. 

Démonstration. Tous les deux facteurs A^ et Aq satisfont à la descente parabolique 15.181 II 
suffit donc de les comparer sur tores de la forme T™" x T*" Soient {K' /K'"^ ,b' ,c') et 
{K" /K""^ ,b" ,c") les paramètres de 0{ô') et 0{6"), respectivement. 
Calculons d'abord le polynôme Pft/(r)(— r)~"'. On a 

i 

T2 - 2Re(w;;.) + 1 

j 

= HiiT + T~') - (z, + z-'MT + T'') - iz^ + zr'))- 

i 

•n(2ReK)-(T + r-i)). 

j 

Les termes dans le produit sur i sont non négatifs si T est remplacé par un élément dans 
S^. D'autre part, 

det(l + ô') = + m + zr'){l + il)(l + il"')- 

i 

•n(i+^)(i+^), 

qui est un réel positif, d'oii 

sgn{Pb'{w'^„)i-w'^„y' det(l + 6')) = ]J sgn(Re(^.,) - Re(^^,))- 

j' 

On conclut en le comparant avec 16. 5[ □ 
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Conservons maintenant les notations de ^5.11 
Théorème 6.8. Soit f G C^-{G), alors il existe G C^{H{F)) telle que pour tout 7 = 

S 

OÙ la somme parcourt les classes de conjugaison des ô G G{F) qui correspondent à j et 6 £ G 
est une image réciproque quelconque de ô. 

De plus, l'application linéaire (j) ^ (pu de X--{G) dans I^^{H{F)) induite par f 1— ï- est 
continue. 

Démonstration. Fixons Ôq tel que Ôq et 7 se correspondent. Prenons G comme dans 

^5.3|, alors J^Ôq^Ôq) = Sq. On peut supposer que les ô dans la somme parcourent C^*((5o)/conj. 
Posons (p '■= Jg^'iÎ) £ ^--(G). D'après [5.131 le terme à droite vaut 

s 

Or 16.71 et 16.31 entraînent qu'il est égal à 

ou 

A\ô',)A'{-ô'^).{T*4>lC6'o,-6'^). 

Maintenant, ô'q correspond à 7' pour la donnée endoscopique (Sp(H^'), S0(2n' + 1) x {1}) 
et -(5^' correspond à 7" pour (Sp(W"'), S0(2n" + 1) x {1}). D'autre part r*(/>^ G X?Î(G'^). En 
appliquant 16.41 on voit que la fonction (j)H G {Hc-rcgiF)) définie par 

j^A'{ô',)A'{-ô'^)-{r*r){^'o,-S'^) 

appartient aI^^{H{F)). Ceci démontre l'existence de f^. L'application Trans de 16.31 et l'appli- 
cation T de 16.41 sont continues, d'oii l'assertion sur la continuité. □ 

Ce théorème établit le transfert 15.201 pour F = M et pour les fonctions à support compacts. 

Remarque 6.9. On peut démontrer une variante du théorème ci-dessus où / G S--{G) et 
G S{H). Il faut adapter nos arguments, ainsi que ceux de [I71[T8], aux intégrales orbitales de 
fonctions de Schwartz. Des résultats de Harish-Chandra et Shelstad permettent de caractériser 
ces espaces. Par exemple, les conditions les plus subtiles (/|*), (/f) dans [TB] ne changent pas 
pour les fonctions de Schwartz, donc les mêmes arguments marchent toujours. 

Remarque 6.10. C'est aussi possible d'établir le transfert par la descente parabolique et la 
descente semi-simple, qui sera établie dans la section suivante. Il suffit de reprendre les arguments 
de [21] et utiliser la caractérisation des intégrales orbitales énoncée dans [T8] . 

6.3 Le cas complexe 

Supposons maintenant que F = C On confond les C-groupes et leurs points complexes. 
Dans ce cas : 

- G = jjf X G, et A(7, {t, ô)) = t pour tout t £ pf et tous ^ £ H, ô £ G qui se correspondent ; 

- on peut identifier C^-{G) à C^{G) via / ^ /(l, •) ; 

- la conjugaison se confond avec la conjugaison géométrique ; 
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- les tores maximaux sont conjugués ; 

- les intégrales orbitales stables se confondent avec les intégrales orbitales. 

On peut toujours définir les espaces vectoriels topologiques d'intégrales orbitales X{G) et 
X{H). 

L'existence de transfert est équivalente à 
Théorème 6.11. Soit f G C^{G), alors il existe G G^{H) telle que pour tout 7 = 

JH{lj") = JG{àJ) 

pour tout 5 qui correspond à 7. 

De plus, l'application linéaire (f) 1— )• (j)^ de T{G) dans T{H) induite par f 1— )• est continue. 

Esquisse d'une démonstration. La caractérisation des intégrales orbitales se simplifie énormément 
pour les groupes complexes : il n'y a plus de "conditions de sauts" (eg. les conditions If et 
/g pour le groupe métaplectique réel). En effet, les singularités éventuelles sont associées aux 
racines ; localement elles forment des murs de codimension réelle 2. D'après un principe de 
Harish-Chandra, on peut outrepasser ces murs. 

Fixons des tores maximaux S C H et T C G. On sait qu'il existe un isomorphisme 5 — t- T, 
équivariant par rapport au homomorphisme des groupes de Weyl — t- W'^. Les classes de 
conjugaison semi-simples dans G (resp. H) sont paramétrées par T/W^ (resp. S/W^). Le 
transfert en découle immédiatement en appliquant la caractérisation des intégrales orbitales 
mentionnée précédemment. □ 

Remarque 6.12. Comme le cas réel, il y a aussi une variante de ce théorème pour les fonctions 
de Schwartz. 

7 Descente semi-simple du facteur de transfert 

Fixons f tel que 8|f . Les revêtements métaplectiques dans cette section désignent les revêtements 
à f feuillets. 

7.1 Le formalisme de descente 

Fixons F un corps local, {W, (-j-)) un F-espace symplectique de dimension 2n, (n', n") G Z>q 
tel que n' + n" = n. On en déduit les objets suivants. 

G := Sp(T^), 
G := Sp{W), 

H' := S0(2n' + 1) déployé, 
H" := S0(2n" + 1) déployé, 
H := H' X H". 

Fixons e = (e',e") G H{F)ss et f/ G G tels que r] G G{F)ss et e se correspondent. Pour 
simplifier la vie, supposons aussi que fj = ±1 lorsque 77 = ±1 (oii —1 G G est celui défini dans 
12.9p . Écrivons les paramètres de leurs classes de conjugaison comme 

7] G 0{K/K*,v, {Wk, hK), {W±, (•|-)±)), 
e' GOiK'/K'*,v',iVk,h'K),iVl,q'^)), 
e" e 0{K"/K"*,v",{Vl^,h'k),{Vlqm 
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où hx est anti-hermitienne et h'j^, h'^ sont hermitiennes. 
La correspondance de classes exige que 

{K/K*,v) = {K'/K'*,v') e {K"/K"*,-v"), 
Wk — Vk' ® ^K" comme K — modules, 
dimiT' W+ + l = d\m.F + dimiT' Vl, 
dïm.F W- + l = dimp VL + dimiT' F". 

On décompose K en produit de F-algèbres à involution L pour lesquelles L* sont des corps. 
Si l'on pose u := v\l alors L = F(u). Adoptons la convention d'indexer l'ensemble des paires 
{L,u) par u. Idem pour K' , K" . Alors 

{K/K*, ■■■) = 0(L/L#,u, {Wu, K)) e (•!•)+) e {w., (•!•)_), 

u 

{K'/K'*, ...) = 0)(L/L#, n, (K, h'J) e {Vi,q'_,) (y^, 
{K"/K"*, ...) = 0(L/L#, -n, (K', h':^) e (y;, ^z'^) e (r', g'^ ); 

où 

- on permet que pour tout u, au plus l'un de et V^' est trivial ; 

- les paires (L, u) sont deux à deux inéquivalentes ; 

- pour tout u, Wu — Vu®^u' comme L-modules. 
D'après g331 





u 


X Sp{W+ 


) X Sp(t^_), 


K' 


u 


X so(y|, 


g;)xSO(y:,g'_), 




u 


X SO(y|', 


g'[)xSO(y:',ç':) 


H, 


= H'^, X H'^'„. 







On note abusivement la restriction de r] sur U{Wu,hu) par n, celle de e' sur [7(F^,/i^) par 
et celle de — e" sur U(y^',h'^) par tt". 

Rappelons que U(Wu-,hu) ~ GL^# dim^# W„) si L ~ x L*. On a des immersions 
canoniques 

U{Wu,K)^Sp{Wu,{-\-)u) 

u{v:,,h'u)-^^o{yL{^^L/L*)*K) 
u{v:,h:)^soiv:,{tTL/L*)X) 

où {■\-)u := (tr L/L*)*K)- 

Lemme 7.1. ff^ esi quasi-déployé, alors SO{V^,q'_^_) et SO{Vl,q"y^) sont déployés. 

Démonstration. Si est quasi-déployé, d'après la description des commutants dans ^3.31 on 
déduit que SO(y^, ç^) et SOiV^, q'\_) sont aussi quasi-déployés. Or un groupe orthogonal impair 
quasi-déployé est forcément déployé. □ 
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Soient 

X = ((X„)„,X+,X_)G0^(F), 

Y' = {{YX.Y!,,YL)e^'AF), 
Y" = {{Y;:UY!l,Yl)e\)'i„{F) 
Y = {Y\Y")eUF). 

Hypothèse 7.2. On suppose X,Y semi-simples réguliers et assez petits. 

Supposons de plus que 5 := exp(X)77 et 7 := cxp(F)e se correspondent. 

Définition 7.3. Soient mi,m2 des algèbres de Lie de produits de restrictions des scalaires de 
groupes classiques. On dit que deux éléments G mj = 1,2) semi-simples assez réguliers 
sont en correspondance par valeurs propres s'ils admettent des paramètres de la forme 

ZieO{K/K*,a,Ci) 

pour Ci & convenables (i = 1,2). On note cette relation par 

Zi ^ Z2. 

Lemme 7.4. Avec ces hypothèses, on a 

\/u, X^^{YlX),, 
X^^{Yi,Y!!), 

x^^{yL,y^). 

Démonstration. Si X, Y sont assez petits, on peut écarter les valeurs propres provenant de u 
différents. Cela permet de conclure. □ 

La correspondance ci-dessus fournit aussi des décompositions orthogonales Wu = © W" 
pour tout u et W± = W!^ © W!^. selon les valeurs propres. Les éléments Xu,X± se décomposent 
ainsi en 



yu, Xu = ixix':) 

X+ = {X'^,X'l), 

x_ = {x'_.x'L). 



tels que 

v«, x4 ^ x'i ^ y;, 

X'^ ^ Yi, X'i ^ Y'I, 
X'_^Y'_,X'L^Y';. 

Enfin, posons 

5 := exp(X)fy. 

Pour tout ïx, prenons û G Sp(VFu) au-dessus de u tel que l'image de ((ù)u) 1, —1) par l'ho- 
momorphisme 

JJSp(W„) X Sp(W^+) X Sp(W^_) ^ Sp(W^) 
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est fj. C'est possible grâce à l'hypothèse que fj = ±1 lorsque rj = ±1. Ensuite, prenons (û',n") S 
Sp{W^) X Sp{W") qui s'envoie sur ù S Sp(Wu)- Posons fj' (resp. fj") l'image de ((!(')„, 1, —1) 
(resp. ((«")«, 1, -1)) par 

JJsÏ)(vf;;) X Sp{w'^) X Sp{wL) Sp{W) 

u 

(resp. JJ Si)(Ty^') x Sp{Wl) x Sp{Wl) Sp{W")). 

u 

Décrivons le comportement du facteur de transfert A = AqA'A". 
Proposition 7.5. Par rapport à ces décompositions, le facteur A' satisfait à 

A'(exp(X')??') = n A'(exp(X)ù') • A'(exp(X;))A'(- exp(Xi)). 

u 

De même, 

A"(exp(X")r?") = J] A"(exp«')i2") • A"(exp(X!^))A"(- exp(X^:)). 

u 

Le produit A' A" ne dépend pas de choix de fj' ^fj" et îl',ii" 

Il est sous-entendu que les termes A', A" à droite sont pris par rapport à des espaces 
symplectiques convenables (eg. W^^, W" etc.) 

Démonstration. Cela résulte de I4.25[ □ 

Autrement dit, A' A" est "additif" par rapport aux sommes directes de paramètres. Le 
comportement du terme Aq est plus pénible à écrire : il est "bi-additif" . 

Proposition 7.6. Le facteur AQ(exp{X')rj' ,exp{X")ri") est produit des termes suivants 

Ao(exp(X;),exp(X:^)), 
Ao(-exp(Xi),-exp(X::)), 

nAo(exp(X;)u,exp(X:)n), 

u 

Ao (exp (X^, ) u' , exp (X"„ )u"), 
nAo(exp(X;)n,exp(X!^)), 

u 

nAo(exp(X)H,-exp(X::)), 

u 

nAo(exp(X;),exp(X::)n), 

u 

nAo(-exp(Xi),exp(X')n), 

u 

Ao(exp(X;),-exp(X':)), 
Ao(-exp(Xi),exp(X!^)). 
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Démonstration. D'une part, le caractère sgn^//y^//# (•) est additif par rapport aux sommes di- 
rectes des paramètres K" /K""^. D'autre part, si K" /K""^ est fixé, alors 

Pa'{a"){-a"y' et àei{ô' + l) 

sont tous additifs par rapport aux sommes directes de paramètres (i^'/i^T'*, a'). D'où l'assertion. 

□ 

On démontrera que seuls les trois premiers termes survivent après descente. 

7.2 Le cas non ramifié 

Afin d'établir le lemme fondamental, on aura besoin de considérer la version non ramifiée de 
la descente. Nous conservons la plupart du formalisme précédent et précisons les modifications 
ci-dessous. 

Conservons l'hypothèse 15.211 : en particulier, F est un corps local non archimédien de ca- 
ractéristique résiduelle p > 2. Fixons un réseau autodual L C W . Soit K = SiabciL) le 
sous-groupe hyperspécial de G{F) associé. Cela permet d'identifier K comme un sous-groupe 
de G. 

Hypothèse 7.7. Supposons que 

- r/ et e sont d'ordres finis premiers à p ; 

- (5, 7 sont des éléments compacts avec décompositions de Jordan topologiques 

5 = exp(X)r/, 
7 = exp(y)e, 
X, Y : topologiquement nilpotents ; 

- (5, 7 se correspondent ; 

- r] e K, T] = fj; 

- H s: est non ramifié. 

Dans ce cas, c'est loisible de supposer que {Vl^,h'^), {V^',h'^), {Wu,hu) 

admettent des réseaux autoduaux (p6] 5.3). La nilpotence topologique de X,Y dans le cas non 
ramifié remplace la condition précédente que X, Y soient assez petits. 

On décompose Gn et comme dans la section précédente. Les éléments u sont d'ordre fini 
premier à p. En particulier, L est une extension non ramifiée ; lorsque L ~ x L*, cela signifie 
que L est une extension non ramifiée. 

Lemme 7.8. Avec ces hypothèses, on a 

yu, Xu^{y;x'), 

X^^{Yi,Y!'), 

x_ ^ {yL,y^). 

Démonstration. Cela résulte de l'unicité de la décomposition de Jordan topologique. □ 
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7.3 Énoncé de résultats 

Sauf mention expresse du contraire, F est un corps local de caractéristique nulle. Conservons 
aussi les formalismes précédents. 

Pour simplifier la vie, introduisons des conventions. 

Notation 7.9. On dit qu'une expression est une bonne constante si 

- elle ne dépend que de 0^^{e) et 0{î)) ; 

- elle vaut 1 dans le cas non ramifié. 

Soient a, b deux éléments inversibles dans une -F-algèbre étale K. On dit que a ~ 5 si 



sup 





- 1 









est assez petit, 

F 



où I • est l'unique valeur absolue sur F qui prolonge | • \f. La borne exacte dépendra du 
contexte. 

Dans le cas non ramifié, on dit que a ~ 6 si | est topologiquement unipotent. 
Théorème 7.10. Posons 

A\y,X) := A(exp(y)e,exp(X)7?), 
alors il existe une bonne constante c telle que 

A^(y,x) = cnA4(K,K'),^«)- 

u 

• A+((y|,y:'),^+)-A-((y:,y;),^-)- 

Les termes Au,A± sont définis de la façon suivante. Avec la convention • G {+,— sup- 
posons que X, G 0{K/K*,a,c) et {K' /K'*,a',c') [K" /K"* ,a" ,c") est la décomposition 
correspondant à X, = {X',,X'^). Définissons 



A+((y|,y_:'),^+) 
A_((y:,y;),x_) 



sg^K"/K"*{luc"~ Px^\L{a")), pour tout 

së^K"/K"* {c"~^Px+ (a")), 
{c'-'PxAa')); 



où Px± G F[T] est le polynôme caractéristique de X± G EïidF{W±) et Pxu\L ^ ^\P] celui 
de Xu G EndL(Wu). Pour tout u, la constante G satisfait à t{-~^u) = (— l)'^™^^"7u 
7n G 0^ dans le cas non ramifié. 

Observons que -Px„|L 6st bien défini même si L ~ L* x L* ; de plus, dans ce cas- là A^ = 1 
car K" = K"* L ~ K"# x K"#. 

Démonstration. Ce théorème s'obtient en multipliant les formules dans 17.181 17.191 [7.201 17.211 et 
[7:221 □ 

Corollaire 7.11. Pour tout X G F^ , on a 

A^{Y,X) = A\x'^Y,X'^X). 

Cela nous permet de prolonger A'' en une fonction définie sur toute paire 

(y,X)G(f)e)G-reg(F)x(0^)reg(F). 

Démonstration. Vu le théorème, il suffit de constater que pour tout • G {+,—,u}, le facteur 
A, vérifie la même propriété, qui est immédiat. □ 
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7.4 Des lemmes techniques 

Les lemmes suivants seront les seuls ingrédients non-triviaux dans la démonstration de 17.101 
On établit d'abord une formule de réciprocité pour sgn(-). Commençons par une observation 
élémentaire. Soit z un élément dans une F-algèbre étale, Pz désigne toujours son polynôme 
minimal sur F . 

Lemme 7.12. Fixons un corps L. Soient K une L-algèbre étale et z £ tels que K = F[z\. 
Soient 



a h 
c d 



G PGL(2,L), cz + dT^ 0, 
az + h 



w :- 



cz + d 



Soient Pz € L\r] le polynôme caractéristique de z et Pw £ L[T] celui de w. Posons m := 
degP^ = degP^ = dimp K, alors 

(cT + drP^ (^^] = c^P., { -) P-ÀT), 



cT + d J V c 

{ad - bc){cz + dr-^P^{w) = c'^P^ (^) Pz{z). 

Démonstration. Il suffit de démontrer la première formule. Observons que w ^ sinon ad—bc = 
0. On se ramène au cas oii K est un corps. Le polynôme à gauche s'annule en z et a degré m, 
donc il est égal à Pz{T) multiplié par une constante non nulle. On calcule son coefficient de T*" 
et on arrive aisément au terme d^Pw{^)- D 

Lemme 7.13. Supposons qu'il y a une décomposition orthogonale W = W W" , n' := 
^AimW' , n" := ^dimW". Soit X E 5p(VF) semi-simple régulier tel que X = {X',X") où 
X' G 5p{W') et X" G 5p{W"). Supposons que X G 0{K/K*,a,c) et 

{K/K*,a, c) = {K'/K'*, a', c') {K"/K"*,a", c") 

par rapport à la décomposition X = {X',X"). Alors 

sgn^,/^,#(Px"(«')) •sgn^"/i^„#(Px'(«")) = (-l,-l)?''""(detX',detX")F. 
Démonstration. Appliquons 14.161 à X G 5p(W), X' G 5p(W') et X" G 5p(W"). On voit que 

j^{q[X]) = j^{{-ir-')j^{detX) ■ sgnK/K#{c-'Px{a)), (13) 
7v,(g[X']) = 7^((-l)"'-i)7^(detX') • sgn;^,/^,#(c'-iPx'(a')), (M) 
7^(g[X"]) = 7v.((-l)""-')7^(detX") • sgn^„/^„#(c"-iPx" («"))• (15) 

On a aussi Px = Px'Px" et q[X] = q[X'] q[X"]. En prenant (fTÏÏl) ^ ( (fn|) x (fT5î)1. on 
obtient 



sgT^K'/K'#iPx"ia)) ■ sgnK„/K„#{Px'{a")) = 

7v,(detX)7^(l) 7V>((-1)"~^) 



7^(detX07v-(detX") 7^(l)7^(-l)n'-i)^^((_i)n"-i)) ' 



(16) 
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En discutant les parités de n',n" et en rappelant que 7^(— 1) = 7^(1) ^, on déduit 

7^((— l)""^) (7^(1)"^, si n', n" sont impairs; 

7v,(l)7^((-l)"'-i)7v>((-l)""-') " \l, sinon. 

On utilise le fait suivant ([27], §25 prop. 3 et §28 prop. 4) : pour tout a,b £ , on a 



{a,b)F- 



D'une part, en prenant a = b = —1, il en résulte que 7,/)(l)^ = (—1, — 1)f = ((—1)" " ) — 1)f 
si n', n" sont impairs ; en tout cas : 

7^(l)74(-ir-^)74(-l)""-^) ^ ' • 

D'autre part, en prenant a = detX' et 6 = detX", il en résulte que 

7,(det X)7,(l) ^ 
7V,(detX')7V'(detX") ^ 

Cela achève la démonstration. □ 

On en déduit une version au niveau du groupe à l'aide de la transformation de Cayley. 

Lemme 7.14. Soit 6 G Sp{W)r^g tel que 6 = {6', 6") où W = W ® W" , 5' G Sp(Ty') et 
ô" G Sp(T^")- Supposons que 6 G 0{K/K*,a,c) et 

{K/K*,a, c) = {K'/K'*, a', c') {K"/K"*,a", c") 

par rapport à la décomposition ô = {ô',ô"). Alors 

sgn^„/^„#(P„,(«")(-«")""' det(<5' - 1)) • sgn;^,/^,#(P,.(«')(-«')~"" det(<5" - 1)) 

-(-1-1)"."" (^-^■^-^)^- i") 

Démonstration. Posons z' = a' + ^ G i^'*, z" = a" + G K""^ : posons d'autre part b' = 

Ch CL % Zi 

et idem pour 6". Alors ET2] affirme que 



et idem pour z" et 6", ce qui entraîne 



T + 2 
T- 2 



P,.{z")P,,(\) = {z" -2YPy(b"), (f8) 

p,.(^'m"(i) = (^'-2)""n"(^')- (19) 

On a (frrx) = ^ (idem pour a") ; on déduit du fait r( "„j^| ) = — "„^j (idem pour a') que 



{T)=Py,[T'), d'où 

a"-l 

\a' - ly 
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et idem si l'on échange a' et a" . Observons aussi que Pz'{z") = Pa'{a"){a")~'^' et Pz"{z') = 
Pa" ■ Assemblons toutes ces égalités dans (fT8|) . ([TÏÏ]) et prenons sgnj^,, /x"* sgn^^/ 

Pour (fTH|) . cela donne 

sgn^„/^„#(P,,(«")(a")-">^(l)) =sgn^"/i^"# ((^" " 2)"'>^ (^^)) ' 
Or - 2 = -(1 - a"){l - ^) E (-l)iV^„/^„#(i^"x) et P.,+, (1) = (-2)2"' det(5' - 

a' — 1 

d'où 

sgn^„/^„#(P„/(a")(-a")""'det(5' - 1)) = sgn^„/^„# {Pg'+i^ (^TT^y)) • 



Appliquons le même argument à ()19p et multiplions les formules qui en résultent. Une application 
de 17.131 donne le résultat cherché. □ 

Considérons maintenant une situation différente. On aura besoin de deux lemmes concernant 
les classes de conjugaison semi-simples de groupes orthogonaux pairs. 

Lemme 7.15. Soit {y,q) un F-espace quadratique de dimension paire. Soit K/K"^ une F- 
algèbre étale à involution. Soit t G F^ . S'il existe a,c ^ K"^ tels que T{a) = —a, t{c) = c et 
0{K/K'^,a,c) existe dans SO{V,q), alors 

sgn^/x^it) = it,i-l)'2'i'^^y detq)F. 

Démonstration. Supposons que 0{K/K'^ ,a,c) existe dans SO{V,q), alors 

itrK/F),icNK/K*i-))), 

[VM) ^ {K, {tTK/F)*{tcNK/K*{-))), 

OÙ N^i^if, est la (i^T, Tx)-forme hermitienne w i— )• Nj^^j^#{w). 

On a yii){tq)/'y^{q) = sgn^y^#(t) d'après 14.131 D'autre part la formule de 7^ en termes du 
déterminant et de l'invariant de Hasse s(-) ( |10j 1.3.4) entraîne 

car diuipV est paire. Posons m = ^dimpV. Prenons une diagonalisation q ~ {di, . . . ,d2m) 
quelconque. Alors 



s{tq)s{q) = JJ((toi,toj)F(ai,aj)F) 

i<j 

= Yiii^^ t)F{t, aj)F{ai,t)F) 



i<j 

= {t, t)^{t, det q)F, car ^ 2 ) ^ mod 2 

= (t,-l)^(t,detg)F, car {t,t)F = (t,-l)F 
= (t,(-l)-detg)i., 

ce qu'il fallait démontrer. □ 

Lemme 7.16. Soit {V,q) un F-espace quadratique de dimension paire. Si Y & 5o(y,q) est 
inversible, alors det Y G det q ■ F^'^. 
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Démonstration. Fixons une base de V de sorte que q = (ai, . . . ,a2m) et regardons Y comme 
une matrice. Soit Q la matrice diagonale diag(ai, . . . , a2m), alors Y G soiV, q) équivaut à ce que 
YQ soit une matrice anti-symétrique. Notons Ff{YQ) £ son pfaffien, alors 

dety = det yg • (detQ)-^ = Fî{YQ f ■ (detQ)-^ 
Or det Q = ai - ■ ■ a2m = det g, d'ori l'assertion. □ 
Établissons maintenant la réciprocité du facteur Aq. 
Corollaire 7.17. Sous les hypothèses de \7.14l on a 

Ao{ô',ô") = Ao{-ô",-6'), 
où Aq{—ô", —ô') est défini par rapport au groupe endoscopique transposé H" x H' . 
Démonstration. D'après 17. 14^ on a 



Ao{ô',ô")Ao{-ô",-6') = sgnj,./j,.# [detÇ±^^ sgn^,/,,,# ((-!)"": 



(det|^,detf' + ^ 



La classe de conjugaison contenant ^ 5p{W') est paramétrée par (K' / K'"^ , ^j^, c') ; 
prenons q' la F-forme quadratique sur K' définie par {ti j^,#^p)^,{c' Nj^,/j^,#{-)). Il existe Cq G 
X'#x Y' g 50{K',q') tels que 0{Y') est paramétré par {K' /K'*,^,c'q). Appliquons la 
même construction à a" pour obtenir une F- forme quadratique q" sur K". Par 17.151 on a alors 



F 



sgnK„/K„# (det^;^^ = (^det^^,(-l)""detg"^ 
sgn^,/^.#((-l)"") = ((-l)"",(-l)«'detg')F. 
Par dm appliqué à y' G 5o{K',q') et Y" G 5o{K",q"), on a 

sgn^„/i^„* ^det ^ J = ^det (-1) det ^ J ^ , 

sgn^,/^,#((-l)"") = (^(-l)"",(-l)-'det^)^. 

On en déduit que Ao(5', (5")Ao(-(5", -(^') = (-1, = 1- Cela achève 

la démonstration. □ 

7.5 Descente des termes A', A" 

Proposition 7.18. Supposons que G 0{K/K'^,a,c), soient = et 

{K/K*,a, c) = {K'/K'*, a', c') {K"/K"*,a", c") 
la décomposition de paramètres correspondante. Il existe alors une bonne constante c+ telle que 
A'(exp(X;))A"(exp(X^)) = c+sgn^„/K"# (c'^'^x- (a"))- 
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Proposition 7.19. Supposons que X_ G 0{K/K*,a,c), X_ = {X'_,X'l) et {K/K*,a,c) = 
{K' / K'"^ , a' , c') © {K" / K""^ , a" , c") la décomposition de paramètres correspondante. 
Il existe alors une bonne constante c_ telle que 

A'(-exp(Xi))A"(-exp(X::)) = c_sgn^,/;,,# (c'-^P^; (a')). 

Les assertions 17. 181 17. 191 sont équivalentes. En effet, d'après 

A'{exp{X'^))A"iexpiXl)) = A'(- exp(X^))A"(- exp(X;)) 
A'(-exp(Xi))A"(-exp(X^)) = A'(exp(X!:))A"(exp(Xi)). 

Par conséquent, il suffit d'établir 17.181 

Démonstration de 7.18. On a A'(exp(X:î(_)) = 1 par |T9l HTÏÏl et la lissité de ; dans le cas non 
ramifié, on utilise ff.21l D'après 14.241 il existe une bonne constante c telle que 

A'(exp(X;))A"(exp(X^)) = c • iMK])- 

VuSH on a 

lMK\) = l^{{-lT"-^)l^{àeiX'i) . sgnK„/j,„#{c"-^Px,,{a")). 

Le terme — étant une bonne constante, il suffit de montrer que 7^(det X^) l'est aussi. 

Rappelons que X'^ 4—^ YH et YH G 5o{V!!,ql), VH est de dimension paire. D'où 7^(detX^) = 
7^(detg^) par 17.161 qui est une bonne constante car detg^ G 0^ dans le cas non ramifié. □ 

Proposition 7.20. Fixons la donnée u et posons L = F[u\. Supposons que X^ G 0{K / K"^ , a, c), 
soient X^ = {X'^,X'I^) et {K/K*,a,c) = {K' / K'# , a' , c') © {K" / K"# , a" , c") la décomposition 
de paramètres correspondante. 

Il existe alors une bonne constante Cu et une constante au G L^, G dans le cas non 
ramifié, r(a„) = (— l)'^™^ telles que 

A'(exp(X)n')A"(exp(X')^") = c«sgn^./^.#(a„c"-^Px4'|L(a"))- 
Démonstration. D'après 15.111 

A'(exp(X;)îi')A"(exp(X')^") = A'(exp(X„)ti)7^((7[Cexp(x;,')n"])- 

Puisque det(ti^ — 1) 7^ 0, le terme A' {exp{Xu)ù) = A'{ù) est une bonne constante d'après 
14.91 : dans le cas non ramifié, il faut aussi I4.2T1 II reste à traiter 7i/)(ç[Cexp(x(.')M"])- 

On a K" = Er"#(8)^L. Si L ~ x alors la forme q[Cc:x.p{xi^)u"] est hyperbolique d'après 
13.51 donc 7î/i(9[C'exp(X4')M"]) ~ ^- D'autre part sgn^///^//# (•) = 1 dans ce cas-là et la proposition 
est prouvée. Supposons désormais que L est un corps. Fixons un plongement L M- F ; la formule 
finale sera indépendante du plongement. 



Posons 



m" 



dimi T<', 
A" := exp(a"), 
uA" - 1 
uA" + 1 ■ 



C" 
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On voit que ^" w 1 et C" w ^ / 0. Grâce à Oïïl 



(20) 

SgnK.,K"*{c'~'P2C"{2C")). 



Le terme 7^((— 1)^^'^''"" ^) est une bonne constante, le terme 'j^{Nx" /fC^C")) est égal à 
7^ [nk„/p (^2 ■ J^)) = 7^(det(2(n + l)(n - 1)-^:')), 



ce qui est aussi une bonne constante. Il reste donc à traiter le terme sgn^///^//#(- • • ). 
Enfin, sgn^„/^„#(c"-iP2C"(2C")) = sgn^„/^„#(2c""iPc"(C"))- Posons 

^L/F ■= iiom.F-i,\g{L,F) 



et posons (Tq G ^l/f l'unique élément fixant u. 
Observons que 

Pc"= n Pa'iL 

OÙ la notation P,\i signifie le polynôme caractéristique de • sur L, l'action de S^/i? sur L[T] 
provient de l'action sur les coefficients. On a aussi degPf7//|^ = m" . Il en résulte que 



Pc.{C") = Pa,\dC")- n Pc''\l{C") 

(7 7^(70 



(21) 



= kuPa'\L{C"), 

où. ku £ est une constante ; A;„ G dans le cas non ramifié. 
D'après [7.12^ on a 



d'où 



2uiuA" + l)""-2p^„|^(C") = n'""Pc"|L(l)i^^"|L(^"), 



Pc"\LiC") = \u-''-\uA" + Pc.\d^)PA"\LiA") 

« ]^u^"-\u + 1)2—" det(l -{u-l){u + 1)-1|0^'a"|l(^") (22) 

OÙ /lu G est une constante ; /i^ G dans le cas non ramifié. 

En combinant ([2U|) . ([2T|) . ([22|) . on voit qu'il existe une bonne constante c„ et une constante 
Ou £ , Ou £ 0^ dans le cas non ramifié, telles que 

li^iQ[Ccxp{X'^)u"]) = Cu ■ SgnK"/K"*{auC"~^Pa"\Lia'))- 

Pour que le terme dans sgn^///^//# appartienne à K"^, il faut que t^Ou) G {—1)^^" au- Cela 
achève la démonstration. 

□ 
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7.6 Descente du terme Aq 

Nous considérons d'abord les trois premiers termes des dix termes dans I7.6[ 
Proposition 7.21. Soit • G {+,—,«}. Supposons que 

X', G 0{K'/K'*,a',c'), 
X': GO{K"/K"*,a",c"y, 

alors il existe des bonnes constantes d, telles que 

1. Ao(exp(X;),exp(X!^)) = d+ ■ sgn^„/;^„# (P^; («")), 

2. Ao(-exp(Xi),-exp(X:!)) = d. ■ sg^^i /K'#{Px'^{a')). 

3. Ao(exp(X4)M, exp(X(j')u) = du-sgn(/3„Px4|L(o")); où Px'Jl est le polynôme caractéristique 
de X'^ sur L, et (3u G est une constante, t{I3u) = (—1)^™^ ^^l^u ,' l^u £ dans le cas 
non ramifié. 

Dans les démonstrations ci-dessous, nous donnerons des formes explicites pour d^,d-, du et 
Vu 17.171 il suffit d'établir le cas • = + et • = u. 



Démonstration pour • = +. Posons 



m' := - dimp W!^, 

m" := ^dimirM^^, 

A' := exp(a'), 
A" := exp(a"). 



Vu la définition de Aq, on a 



Ao(exp(X;),exp(X!^)) = sgn^„/^.#(PA'(^")(-^")~"'2''"') 

= sgn^„ /^„# ( - 1 ) ™' sgn;^,, /j^„# {Pa' (a") ) , 

oii on a utilisé le fait Pai{A") tu Pai{a"). 

VP 

Montrons que sgn^///;^//#(— 1) est une bonne constante. Il y a une correspondance X'^ i — > 
YH G so{V!!,q'!_). D'après rm 

sgn^„/^„#(-l) = (-1,(-1)-" detg::)^. 

Prenons d^ = ((—1)™', (—1)™" det q'^)F, c'est une bonne constante. □ 

Démonstration pour» = u. La démonstration est analogue à celle de A', A". Si L = F[u] ~ 
L* X alors les deux côtés valent 1 et on peut prendre du = 1, Pu quelconque. Supposons 
désormais que L est un corps et fixons un plongement L ^ F. 
Posons 

m' := dim^ WÛ, 



m" 



A' 
A" 



dim^Ty^, 

exp(a'), 

exp(a"), 

Homir_aig(L,F). 
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Regardons L comme un sous-corps de F. Notons fio G ^l/k l'unique élément fixant u, alors 

-Pexp(X4)« = Pa'u = W Pa'u\l^ 



on Pa'u\l 6st le polynôme caractéristique de A'u sur L, on a deg Pj^i^^i = m'. 
Si cj G T,i/p,a 7^ cjo, alors 



D'autre part 



Posons 



On vérifie que 



P;,„I^M") « (n - a{u)r' + 

« u-'P,,|i(a"). 
:= Jl (u-c7(u))gL\ 



/3„ := ((-n)-[^^^ln(^(n))™' G 

satisfait à t(/3„) = (— 1)™" ; il en est de même pour Px'^\l{o-")- Oii a aussi /J^ G 0^ dans le cas 
non ramifié. D'oii 

Ao(exp(X^)u,exp(X')") = ^S^k" /K"*{PuPxi\L{a")àei{u + l\W[,)) 

= ^Z'^K" /K"*{PuPx'^\L{a"))sg'^K" /k"*{^l/f{u + !))• 
Soit q'^ la F- forme quadratique sur K" définie par (tr H y a une correspondance 

X;'^y:Gu(K',K),donc 

sgnj,„,K.ANL/F{u + l)) = (iVi/^(n + l),(-l)-"[^*^^l detg^ 
d'après [7.151 : notons-le du- C'est une bonne constante et on arrive à 

Ao(exp(X)îi,exp(X')î^) = du ■ sgnj^„/j^„# (/3„Px;|l(«"))- 
Remarquons que les définitions de du, Pu ont aussi un sens dans le cas L = L* x L*. □ 

Traitons maintenant les sept autres termes dans 17.61 

Proposition 7.22. // existe des bonnes constantes Cu\u" (pour tous v! 7^ u!' ), Cu,+ , Cu-, c+,u, 
C-^u, c+,-, c__+ telles que 

Ao(exp(X^,)u',exp(X'„)u") = Cu',u", 
Ao(exp(X^)u,exp(X")) = c„,+ , 
Ao(exp(X;)n,-exp(X^)) = c„,_, 
Ao(exp(X+),exp(X")u) = c+,u, 

Ao(-exp(Xi),exp(X')^) = C-,«, 
Ao(exp(X;),-exp(X'^)) = c+,_, 
Ao(-exp(Xi),exp(X^)) = c_,+. 

Démonstration. Pour tout • G {u' ,u" ,+, —}, on suppose que X', G 0{K' /K''^,a',c'), X'^ G 
0(K"/i^"#,a",c"). VuEIZl il suffit d'établir les cas {u',u"), (n,+), , (+,n) et (+,-). 
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Le cas (u',u"). Posons 

m! := ^ àivuF W^u'i 

m" := - dimp W"i,, 
L" ■.= F[u"]. 

Alors 

^exp(a'K(exp(a")^x")(-exp(a")^x")-"^' « Pu'{u"){-u')-'^' , 

où Pu' est le polynôme caractéristique de u' G Endi?(W^/). On vérifie que Pu'{u"){—u")~^' E 
L# ^ . On en déduit que 

Ao(exp«,)t^',exp(X'„)^") = sgn^„/^„#(P„,(t.")(-^")""')- 

• sgn;^„/;^„#(det(u' + l\Wl^,)). 

VP 

Soit q" := (tr H y a une correspondance X"„ < — y Y^„ G 5o{V^„,q"). On 
déduit par 17.151 que 

sgn^„/^„#(P„,(n")(-n")-"') = (P„K^")(-^")""', (-1)Î7^ detç")L"# 

=: Cl. 

Toujours par 17.151 on a aussi 

sgn^„/^„#(detK + l\Wi,)) = (det(n' + l\Wi,), (-l)'"" det((tr 

= {Nl,/p{u' + 1), {-ir" det((tr 
= : C2. 

Prenons Cu'^u" '■= C1C2, c'est une bonne constante car ci et C2 le sont. 

Le cas (u, +). Posons m' := ^ dimp W^, m" := ^ dimp Wl- On a Pcxp{a')u{^^p{(^")) ^ Pu{^) £ 
F"". D'où 

Ao(exp«)n,X!^) = sgn^„/^„#(P„(l)(-l)-™')sgn;^„/;^„#(det(n + IjO) 

(P.(l)(-1)-™ )s gIlX"/ft:"#(^L/F('" + 1)) 
= sgn^„/^„#(det(l - u\Wl,){-l)-"'' )sgnK„ /k„#(Nl/f{u + l)). 

VP 

Il y a une correspondance ■( — ^ y^' G so(y_i', g'^). On déduit par 17.15] que 

sgn^„/;,„#(det(l - u\W:,){-l)-^') = (det(l - n|l^;:)(-l)— ', (-1)-" detg^^)^ 

=■■ Cl, 

qui est une bonne constante. 
De même, on a 

sgn^,y^„#(Ari/^(n + l)) = (iVi/^(n + 1), (-l)'"" detg^:),. 

=: C2, 

c'est aussi une bonne constante. Prenons c„ + := C1C2. 
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Le cas (+,u). Posons 

m' := - dimp W!^, 

m" := ^dimpW^, 
L := F[u]. 

Comme dans le cas (n, +), on arrive à 

Ao(exp(X;),exp(X:')tx) = sgn^„/^„#(Pi(tx)(-n)-'-'22™') 

= sgn^/,/^»#(Pi(u)(-n)~™'), 

où Pi{T) = (T — Ye polynôme caractéristique de 1 E Endi?(VK^). 

Soit q" := (tr ^//y^//#)*(/i^„). Comme dans le cas {u',u"), on conclut par 17.151 que 

sgn^„/^„#(Pi(tx)(-n)-'"') = ((n- l)2-'(-î,)-™',(-l)TÏ^detg")L#- 
Prenons-le comme la bonne constante c+^u- 

Le cas (+, — ). Posons m' := ^ dimi? W!^_. Alors 

Ao(exp(X;), -exp(X::)) = sgn^„/^„#(Pi(-l)22-') 

= sgn^„/^„#((-2).2)2"' = l. 

Prenons donc c+^_ = 1. □ 

7.7 Comparaison avec les facteurs de transfert des groupes classiques 

Supposons F non archimédien. Les facteurs de transfert pour les algèbres de Lie des groupes 
classiques quasi-déployés sont décrits dans Chapitre X. Comme dans la correspondance 
de points est la correspondance par valeurs propres. 

Relions maintenant 17. 10] et les facteurs de transfert pour les groupes classiques. 

Théorème 7.23. Supposons que est quasi- déployé. Les facteurs dans \ 7. W\ satisfont à : 

- pour tout u, Atj((y^, y^'), est le facteur de transfert pour le groupe endoscopique 

U{V:,,K)xU{V::,K) de U{Wu,K); 

- A_|_((y_|., y_''), X+) est le facteur de transfert pour le groupe endoscopique 
Sp(W^I) X ^0{Vl,q'L) de Sp(Ty+) évalué en {{X'^,Y:^),X+) ; 

- A_((y_i, y_^'), X_) est le facteur de transfert pour le groupe endoscopique SO{V'_,q'_) x 
Sp(VF^) de Sp(H^_) évalué en ((y^,X^),X_). 

De plus, ce sont les facteurs de transfert normalisés au sens de 126] §-^.7 dans le cas non 
ramifié. 

Démonstration. Prenons garde (cf. I3.15P que notre paramétrage de classes de conjugaison est 
différent que celui de [25] (cf. 13.15p . Il faut aussi les observations ci-dessous. 

- Il s'agira de groupes classiques sur les corps L := F[u\. Cela ne gène pas car le formalisme 
de l'endoscopie est compatible avec la restriction des scalaires. 

- Nos formes {Wu^hu) sont anti-hermitiennes, pourtant celles de |25) sont hermitiennes ; 
cela n'affecte pas le groupe unitaire, mais cela change le choix de paramètres (t(c) = — c 
au lieu de t(c) = c) et la description de formes dans |25j X.3. 
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Afin d'étendre les formules pour le facteur de transfert de aux groupes classiques non 
quasi-déployés, on utilise [9] (4.2) (il faut l'adapter à l'algèbre de Lie). Soit M un groupe 
unitaire ou orthogonal sur F, fixons une forme intérieure quasi-déployée M* et un torseur 
intérieur ip : M Xp F ^ M* Xp F. Il faut calculer un invariant défini comme dans [9] 
(3.4), avec des notations évidentes : 



mv 



Y',X' 



Pour des tels groupes, on peut choisir (M*,ip) dont la classe de cohomologie provient de 
H^{F,M) au lieu de -ff^(F, Mad)- Cela permet d'éviter les constructions de doublements 
de [ïïj. Un calcul explicite analogue à celui dans X permet de conclure. 

- Les cas où SO{VL,qL) ou SO{V!!,q'^) est isomorphe à Gm sont exclus dans [25] car ils 
rendent l'endoscopie non elliptique ; pour la même raison, on ne considère pas le cas 
L ~ X (qui revient à l'endoscopie pour GL.) Or les formules de Waldspurger 
restent valables dans ces cas-là : elles valent la constante 1, et il en est de même pour nos 
formules. 

— A cause de notre définition d'intégrales orbitales, nous avons supprimé le facteur Ajy 
dans le facteur de transfert de [25] . 

Après des modifications, l'identification de A± résultent immédiatement. Quant à A^, il 
suffit de considérer le cas oii L = F[u] est un corps et U(Wu,hu) est quasi-déployé. Posons 
d := dim^, Wu, on peut choisir 7 G et une base de {ej : 1 < j < d} de Wu, de sorte que 




si j + k ^ d + 1, 
si j + k = d + 1. 

On peut prendre 7^0^ dans le cas non ramifié. 

Supposons que X„ G 0{K/K#,a,c), X„ = {X'^,X^) et {K/K*,a,c) = {K' / K'# , a' , c') 
(K" /K""^ ,a" ,c/') la décomposition de paramètres correspondante. Alors le facteur de transfert 
pour le groupe endoscopique U{V^, h'^) x U{V", h'^) de UiWu, hy) est, à une constante multipli- 
cative près, 

ssa-K"/K"* {lc"-^Px^ [a")). 

D'autre part, il existe ^ , lu ^ 0^ dans le cas non ramifié tel que r(7tj) = (— 1)'^7„ et 
Au{{Y;,Y:),X^) est égal à 

(bonne constante) • sguj^// /j^//#{'juc"~^ Px^io-"))- 
Il suffit de montrer que sgn^///^//#(;^) est une bonne constante. Cela résulte de 17.151 car 

X': ^ et c/(K',<) c SO(K', {ivp/L#w:,). 

Quant à la normalisation, voir la remarque à la fin de [25] X. □ 

8 Transfert : le cas non archimédien 

Dans cette section, F est toujours un corps local non archimédien de caractéristique nulle, 

, ,^gj 

Sp(VF) désigne le revêtement métaplectique à huit feuillets Sp (W) de Sp(W^). 



69 



8.1 Voisinages d'un élément semi-simple 

Soit M un F-groupe réductif connexe ou un revêtement d'un tel groupe vérifiant 15.191 
Dans le cas d'un revêtement p : M — M(-F), si r/ G Mss, posons 

:= p"^(Mp(^)(F)). Dans le cas d'un groupe réductif, on confond systématiquement M et 
M{F). 

Pour tout rj G et tout ouvert iW^-invariant il' C m,j contenant 0, il existe un ouvert 
iW-invariant il C H' tel que 

1. exp : il —7- Mjj est défini et est un homéomorphisme sur son image, qui est ouvert dans 
Mr,; 

2. l'application {X, x) i— )■ exp{X)T]x de il x M sur M est partout submersive, son image 
il'' est un ouvert iW-invariant de M ; 

3. si X G M et s'il existe X G il tel que x~^ exjp{X)r]x G exp(il)r7, alors x G M^. 

De plus, tout ouvert M- invariant dans M contenant rj contient un ouvert de la forme il^ 
Lorsque M est un F-groupe réductif et il' est invariant par conjugaison géométrique, on peut 
supposer de plus que 

- il est invariant par conjugaison géométrique sous ; 

- si X G M (F) et s'il existe X G il tel que x~^ exp(X)r/rE G exp(il)r/, alors x G M^{F). 

Posons ilreg := il fl m,,^reg- 

Proposition 8.1 (Descente d'intégrales orbitales). Soit il un ouvert comme ci-dessus. Suppo- 
sons il suffisamment petit. 

- Soit G C^°^(il^), alors il existe f G C^{il) tel que 

Jm,(X,/) = JM(exp(X)7?,/^) 

pour tout X G iireg- 

- Inversement, soit f G C^(il) tel que X i— )■ JM,^{X,f) est invariant par M'^(F), alors il 
existe G C^(il^) qui satisfait à l'égalité ci-dessus. 

Supposons que M est un F -groupe réductif connexe et l'ouvert ii est invariant par conjugai- 
son géométrique sous , alors les énoncés précédents restent vrais pour l'égalité 

J4(X,/) = Jl*(exp(X)r/,/^), 

et la condition sur f pour l'existence de est que X i— )■ JM^iX, f) soit invariant par conjugaison 
géométrique par . 

Ces propriétés sont bien connues, voir par exemple [26] 2.3. 

8.2 Un triplet endoscopique non standard 

Rappelons la définition d'un triplet endoscopique non standard (Gi, G2, j*) dans [26] 1.7. Ici 
Gi,G2 sont des groupes semi-simples connexes et simplement connexes, quasi-déployés sur F. 
Fixons des tores maximaux Tj C Gi qui font partie d'une paire de Borel définie sur F. Posons 
Xi,, := X^Ti), X* := X*{Ti) et posons Xi,,,Q := X^,, 0z Q, X*^ := X* 0^ Q- Notons C X* 
les racines et Sj C X* les coracines. La donnée est un isomorphisme 

j* : Xi,*,Q — ^ X2,*,Q- 

Notons j* : XgQ — ?• X^q l'isomorphisme transposé. Ces données sont soumises aux condi- 
tions suivantes : 
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il existe des bijections f : Èi — )• È2, r : E2 — )• Si et des applications 6 : Ëi — )• Q>o, 
6 : E2 — >■ Q>o telles que j*(âi) = b{cti)f{ài) et J*(a2) = b{a2)T{a2) pour tous âi G Si, 
«2 £ S2. De plus, le diagramme suivant est commutatif 



Si ^ S2 

où Sj — Sj (z = 1,2) sont les bijections naturelles de données radicielles. 
~ j* et j* sont équivariants pour les actions de Tp. 
Observons que la définition est symétrique en Gi et G2. 

L'application f induit un isomorphisme de groupes de Weyl W'^^ ^ On vérifie que 

ces données donnent naissance à un F-isomorphisme naturel 

ce qui permet de définir la correspondance de classes de conjugaison semi-simples dans les 
algèbres de Lie pour l'endoscopie non standard. Soient Xi G ii,reg{F) qui se correspondent et 
notons Tj le commutant de Xi dans Gi {i = 1,2), comme pour l'endoscopie standard, il y a 
aussi une correspondance de mesures de Haar sur Ti{F) et Î2(F). 

Théorème 8.2 (Transfert non standard, [26] 1.8). Soit {Gi,G2,j*) un triplet endoscopique 
non standard. Fixons des mesures de Haar sur Gi{F),G2{F). Si Xi £ Qi^reg (i = l)2j se 
correspondent, alors pour tout f2 G C^(g2(-F)) il existe fi G C^(gi(F)) telle que 

Jgi i^i -.h) = (^2 , /2) , 

où les intégrales orbitales sont définies par rapport à des mesures compatibles sur les commu- 
tants. On dit que fi est un transfert de /2. 

On a aussi une version non standard du lemme fondamental. 

Définition 8.3. On dit qu'un triplet (Gi,G2, j*) est non ramifié si 

- Gi, G2 sont non ramifiés, 

- les fonctions 5, b prennent valeurs dans Q>o H . 

Théorème 8.4 (Lemme fondamental non standard, [26j 4.10). Supposons que {Gi,G2,j*) est 
un triplet endoscopique non standard non ramifié. Soient ti C ôi{F) et Î2 C Q2{F) des réseaux 
hyperspéciaux. Alors 1^^ est un transfert de Ifj si l'on utilise des mesures non ramifiées sur 
Gi(F) etG2{F). 

Remarque 8.5. Les intégrales orbitales dans [26] ne sont pas normalisées. Cependant on voit 
aisément qu'il existe une constante c G F^ telle que Dc^iXi) = cDg.^{X2) si Xi et X2 se 
correspondent; de plus, c G 0^ si {Gi,G2, j*) est non ramifié. Donc notre formulation est 
équivalente à celle de [26]. 

Le transfert et le lemme fondamental sont énoncés pour les groupes simplement connexes. 
En pratique, on utilise une variante de ce théorème dans laquelle G2 (ou Gi) est remplacé par 
un quotient. 

Lemme 8.6. Soit o" : G2 — s- G2 une F-isogénie. Il existe une constante c > dépendant de 
mesures de Haar sur G2{F).,G_2{F), telle que pour tous X2 G Q2,reg{F), f2 £ {q2){F) , on a 

Jê,iX2,f2)=cjg_{X2,h) 

oùX2:=a,{X2), f2 = {<J*)-\f2). 
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Démonstration. Les intégrales orbitales stables JQ^{X2,f2) et Jq^{X2, f2) sont prises sur le 
même espace ((G'2)x2\G'2)(-^) = {{G2)x?\G2){F), l'identification respectant les mesures. □ 

Proposition 8.7. Soient {Gi,G2,j*) un triplet endoscopique non standard et a : G2 ^ G2 
une F-isogénie. Identifions 02,02 C^{q2),G^{q^) à l'aide de a, alors l'assertion de \8.2\ reste 
valable pour Gi et G_2- 

Supposons (Gi,G2,j*) non ramifié. Soient îi C Qi{F), É2 C Q2{F) eti^ C ^2^-^^ ^^"^ réseaux 
hyperspéciaux, qui correspondent aux modèles Gi, G2 et G2 définis sur Op. Si a provient d'une 
Op-isogénie G2 — )• G2, alors l'assertion de \8.4\ reste valable pour Gi et G2 ^'^'^ utilise des 



mesures non ramifiées. 

Démonstration. La première assertion résulte de l8.2l et 18.61 Pour la deuxième . 18 . 4 1 et 18 . 6 1 fournit 
une constante c > telle que 

JGi(Xi,ltJ = c- Jg,(^2,1|J (23) 

si Xi G Bi,reg(-P') et X2 G 02,reg(-^) Qui se correspondent et si l'on pose X_2 = (T*(X2). 

On peut prendre Xi E ti, X2 G Î2 de réductions régulières, alors X_2 G I2 ^'^st aussi. 
Un résultat de Kottwitz adapté aux algèbres de Lie ([6] 7.3) montre que les deux intégrales 
orbitales stables dans ()23p valent 1 avec les mesures non ramifiées. D'ori c = 1, ce qu'il fallait 
démontrer. □ 

Nous ne considérons qu'une seule famille de triplets endoscopiques non standards. Prenons 
Gi = Sp(2n), G2 = Spin(2n + 1). Identifions Xi.* à Z" avec la base standard {ei, . . . , e„}. La 
base duale pour X^ est notée par {/i, . . . , Identifions X2,* au groupe des (xi, . . . , Xn) G 
tels que xi + . . . + Xn ^ 2Z. Alors 

Si = {±/, ± : 1 < i ^ i < n} U {±2/i : 1 < i < n}, 

51 = {zbej ib ej : 1 < i 7^ j < n} U {zbej : 1 < i < n}, 

52 = {±fi ± /j : 1 < i / i < n} U {±/, : 1 < î < n}, 
S2 = {±ei ± ej : 1 < i / j < n} U {±2ei : 1 < i < n}. 

On a X2,* C ^1,*, ^2,*,Q) = -'^i.f.Q et j^: = id. Prenons des bijections 

T :S2 Si 

± /, ± ^ ±/i ± /„ 
± /, ^ ±2/,; 
f :Si S2 

dz i I ^ z^C-i dz 

± I— )• ±2ei. 

Définissons 5 : S2 — s- Q>o par 6(±/j ± /j) = 1, b{±fi) = ^ ; définissons 5 : Si — Q>o par 

b{±ei ± ej) = 1, 6(±ej) = ^. Ces données fournissent un triplet endoscopique non standard 

(Gi,G2,i*). La correspondance de classes de conjugaison est la suivante : X E sp(2n)reg(-F) et 

VP 

Y G spin(2n + l)reg{F) = so(2n + l)reg(i^) se correspondent si et seulement si X i — > Y (la 
notation dans l7.3( ). 

Remarquons que ce triplet est non ramifié lorsque p > 2. Les groupes Sp(2n), Spin(2n + 1) 
et S0(2n + 1) sont tous définis sur Z et Spin(2n + !)—)• S0(2n + 1) est une isogénie sur Z[i]. 
Cela permet d'appliquer 18.71 dans le cas non ramifié. 
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8.3 Démonstration du transfert 

Soient e = (e',e") G H(F)ss. On commence par établir le transfert local en e. 

Lemme 8.8. Supposons quasi- déployé. Il existe un voisinage il C vérifiant les pro- 

priétés du paragraphe \8.1\ tel que si f ^ C^--{G), alors il existe E C^(il'') telle que 

pour tout 7 G il^ n HG-reg{F). 

Démonstration. Soit il E ^t{F) un voisinage vérifiant les propriétés du paragraphe 18. 1[ Mon- 
trons d'abord qu 'il existe G C^i'd) telle que 

J^^^(exp(y)e,/) = J£(y,5f ) (24) 

pour tout y G il tel que exp(y)e G il^ n Ho-icgiF). 

Soient r]i, . . . ,r]m des représentants des classes de conjugaison semi-simples qui correspondent 
à e. Quitte à rétrécir il, on peut supposer qu'il existe des voisinages 23^ C Qr^- vérifiant les 
propriétés du paragraphe I8.H tels que l'ensemble des éléments correspondant à des éléments 
dans il'' est inclus dans 03^ U • • • U 5Jm- Alors 

m 

î=l 

pour tout 7 G il'' n HG^j-eg{F) et tout / G C^--{G), où J^^Qil^f) ^st défini de la même façon 
que ()12p sauf que la somme est restreinte aux ô G ÎJj. Ecrivons 7 = exp(y)e. On se ramène à 
démontrer que pour tout 1 < i < m, il existe g^'^^^ G C^(il) tel que 

J^^^é{7J) = Jt{Y,g^''~% 

Fixons un 1 < i < m. Conservons le formalisme de ^7.11 et paramétrons 0{e) et 0{rii) par 

rii G 0{^{L/L*,u, {Wu, K)) e {W+, ® {W., (•!•)_)), 

u 

e' G o{^{L/L*,u, (v;',<)) e e (v::,^^)), 

u 

e" G O(0(L/L#, -n, (K', K)) ® {V!^, <) {VH, q'L)). 
u 

Alors 





= llU{Wu,hu) 

u 


X Sp(iy+) X 


Sp(iy_), 


K' 


u 


xSO{Vi,q'_^) 


xSO(y:,g'_), 




u 


xSO«,g'[; 


)xSO{V!!,ql) 


H, 
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Prenons des images réciproques G p ^{fji) telles que fji = ±1 lorsque r/j = ±1. Par la 
descente des intégrales orbitales I8.H il existe une fonction /!' G C^^iJi) telle que 

Jh,g^iJ) = Y.A{eMy)e,eMX)fii)JGjXj',), (25) 

X 

où X parcourt les représentants des classes de conjugaison dans QrniF) telles que exp(X)r/j 

VP 

corresponde à 7, ou ce qui revient au même, X i — > Y. 
Effectuons les décompositions dans ^7.11 

X = ((X„)„, X+, X+), 

y = ((y„)„,y+,y_), 

x, = {x:,x':)eu{Wu,hu), 

Yu = (i;:, r:) G u(F^, h'^) X uiy:, h'i), 

Y± = (Yi, Y^) G BoiVi, q'^) x so(F^', q'^) 

011 • G {u, +, — } comme d'habitude. 

Il suffit de considérer le cas fl = (]!«/«) •/+•/- dont /„ G C^{u{Wu,K)), f± G 
C^(sp(VF±)). D'après la descente du facteur de transfert 17.1^ quitte à rétrécir il le côté à 
droite de (f25|) s'exprime comme le produit (J|^ J^) • J+ • J-, oii 

Ju = Ju{Yu) '■= ^ujYu, Xu)Ju(Wu,hu)i-Xu, fu), 

Xu 

j+ = j+(y+) := ^ A+(y+,x+)Jsp(H'+)(x+,/+), 
j_ = j_(y_) := ^ A_(y_,x_)Jsp(M/_)(X-,/-), 

VP 

oii les éléments X, parcourent les représentants de classes de conjugaison telles que X, i — > Y,. 

On se ramène à démontrer que Y, 1— )• J,{Y,) est une intégrale orbitale stable. Pour cela 
découle de 17.231 et du transfert sur l'algèbre de Lie ([26j 1.6) pour l'endoscopie des groupes 
unitaires. Pour J^, fixons un dans la somme. Le transfert pour le groupe endoscopique 
Sp{W[) X SO{V!!,q'L) de Sp(VF+) fournit une fonction 

g+GCri5p{Wi)xsoiV!',q'L)) 

telle que 

J+iY+) = '^Sp(Vy|)xSO(Ki',g'Z)((^+' ■^-)'5+)• 
En décomposant g+ = J29+- d'i où g'_^ G C^{5p{W[)), g\ G (:7~(5o(F:', g1)) et en ap- 
pliquant le transfert non standard 18.21 18.71 au triplet (Sp(W^), Spin(V"_[, g')_), . . .) et à l'isogénie 
Spin(y|,,g^) — )• SO(y[,g^), on déduit que y+ 1— )■ J+(y+) est une intégrale orbitale stable. Le 
même argument montre que y_ 1— )• J_(y_) l'est aussi. Cela établit ([25]) . 

Déduisons maintenant ce lemme de (j24p en remontant les intégrales orbitales. En effet, Y 1— )• 
{Y,gf) est invariante par conjugaison géométrique par H*^ car JfjQ{-,f) l'est. D'après ISTH il 
existe /f G C~(il^) tel que J||^ {Y, gf) = J|^*(exp(y)e, ). Cela achève la démonstration. □ 

Pour démontrer I5.20| nous ferons usage d'une caractérisation locale des intégrales orbitales 
stables due à Langlands et Shelstad. Adoptons la convention de [9] concernant les mesures de 
Haar. 
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Théorème 8.9 ([5] 2.2A). Soit M un F-groupe réductif quasi- déployé. Soit J une fonction sur 
MregiF). Supposous quc : 

- J est stablement invariante ; 

- il existe un ouvert compact C C M{F) tel que J est à support dans Um6M(F) rnCm^^ n 
Mreg{F) ; OTL dit quc J est à support compact modulo conjugaison ; 

- pour tout e G M[F)ss, il existe un ouvert 2ÎT contenant e et G C^{M{F)) tels que 

pour tout 7 G 2ïf n Mreg{F) ; on dit que J est une intégrale orbitale stable locale en e. 
Alors il existe f G C^{M{F)) tel que 7(7) = J||(7, /) pour tout 7 G Mreg{F). 

Démonstration de \5.2Œ On veut appliquer le théorème de caractérisation a,J^Q{-,f) swi H{F). 
A priori, cette fonction stablement invariante est définie sur Hc-rcgiF)- Or le transfert local 18.8] 
appliqué aux éléments réguliers permet de la prolonger sur Hj-eg{F). Comme dans l'endoscopie 
pour les groupes réductifs, on montre que J^jq est à support compact modulo conjugaison. 
Soit e G H{F)ss- Pour étudier le comportement local en e, on peut supposer il^ quasi-déployé 
d'après les arguments dans [8] 1.3. Maintenant 18.81 montre que une intégrale orbitale 

stable locale en e. Cela permet de conclure. □ 



8.4 Démonstration du lemme fondamental pour les unités 

Nous nous plaçons dans le cas non ramifié 15.211 Notons p la caractéristique résiduelle de F. 
Fixons G = Sp(W^) et H = Hn'^n" un groupe endoscopique de G. Fixons un réseau autodual 
L C et posons K = StabG'(L). Identifions K h un sous-groupe compact ouvert de G à l'aide 
du modèle latticiel. 

Conservons les notations de l5.23l Cette section est consacrée à la démonstration de l'égalité 

JH,Gi^jK) = ri^{l,lKH) (26) 

pour tout 7 G Hc-regiF), où on utilise les mesures non ramifiées sur G,H{F) et des mesures 
compatibles sur les commutants. 

Comme le transfert, ce lemme fondamental sera démontré par la méthode de descente. Pour 
ce faire, effectuons des réductions. 

Lemme 8.10. Si 7 n'est pas un élément compact, alors Jjj (^{"f, Ik) = Jf^il^ ^Kh) — 0- 

Démonstration. La compacité ne dépend que de la classe de conjugaison géométrique ([26] 5.2). 
Supposons que 7 n'est pas compact, on a alors O^^lj) n Kh = 0, d'ori J^i'j, ^Kh) — 0- D'autre 
part, si (5 G G{F) qui correspond à 7 n'est pas compact, alors 0{5)r\K = 0, d'oii Jq{ô, fx) = 0. 
Or la correspondance de classes de conjugaison semi-simples de ^5.11 préserve la compacité. On 
en déduit que J^j q{i-, Îk) = 0. □ 

Supposons dès maintenant que 7 = (7', 7") est compact, alors on a la décomposition de 
Jordan topologique 

7 = exp(y)e, (27) 
6 = (e',6"), (28) 
Y = {Y\Y"), (29) 

telle que e est d'ordre fini premier à p. 

Lemme 8.11. Avec les hypothèses ci-dessus, il existe 71 G HG~reg{F) que 
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~ 7î7i sont stahlement conjugués ; 

- soit 7i = exp(Y'i)ei la décomposition de Jordan topologique, alors H^^ est quasi- déployé. 

De plus, supposons quasi- déployé, alors e est stahlement conjugué à un élément de Kh 
si et seulement si H,: est non ramifié. 

Les mêmes assetions restent valides pour un élément compact ô G Greg{F) et sa décomposition 
de Jordan topologique. 

Démonstration. Voir [26], 5.13 (2) et 5.3 (v). □ 

Lemme 8.12. Supposons que 7 G Hc-regiF) est compact avec e G Kh, alors il existe ô G G{F) 
qui correspond à 7 avec la décomposition de Jordan topologique ô = exp{X)r] telle que ij £ K. 

Démonstration. Cf. [26j 5.7 (ii). □ 

Traitons maintenant la descente d'une intégrale orbitale sur G. 

Lemme 8.13. Soit r] G K d'ordre fini premier àp, alors Gn est non ramifié et := KriGrj{F) 
est encore un sous-groupe hyperspécial de Grj{F). Notons îri C Qr^iF) le sous-réseau hyperspécial 
associé. Pour tout X G Qri{F), on a 

J^(exp(X)r/,/^) = Jg,(X, l^J 

= JG,(exp(X),lKj, 

si l'on utilise les mesures non ramifiées. 

Démonstration. D'après [26j 5.3 (iii), G.^ est non ramifié et K^^ := Kr\G^{F) est un sous-groupe 
hyperspécial de Gr,{F). 

Posons := {Gn)x- Les arguments dans [26] 5.11 montrent que 

y fK{x~^ exp{Xj)r]x) dx = 

Gc^p(X)-n{F)\G{F) 

^ mesiT\F)\T\F)xKr,)fK{i~^eMX)vx), (30) 

xeT^iF)\G^(F)/Kr, 

OÙ X est une image réciproque quelconque de x. Montrons que 

Vx G p-i(G^(F)), fK{x-^ eMX)r]î) = 1k{x-^ exp(X)r?x). (31) 

En effet, si x~^ eyip{X)r]x ^ K, alors les deux côtés valent 0. S'il appartient à K, le côté à 
droite vaut 1. Supposons donc x~^exp(X)r/x G eK où e G Ker(p). En prenant la limite des 
(p"''=)-ièmes puissances avec — t- +00 une suite convenable, on obtient x~^r]x G eK. Or x 
centralise r/, d'où e = 1. 

Maintenant on peut reprendre les arguments dans [26] 5.11 et on arrive à 

Jè(exp(X)r/,/^) = Jg,(X, ItJ. 

□ 

Démonstration de \5.23l Vu les résultats précédents, on peut supposer que 7 est compact avec 
les décompositions (f271) - (f29l) et que est quasi-déployé. Soit 6 G G{F) qui correspond à 7, 
alors 6 est compact avec la décomposition de Jordan topologique ô = exp(X)?7. S'il n'existe 
pas ô comme ci-dessus satisfaisant ar] G K, alors JuQi'^-.ÎK) = 0, et n'est pas non ramifié 
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d'après [8.12[ Dans ce cas-là 0^^{'y) ne coupe aucun sous-groupe hyperspécial de H{F) 5.3 
(v)), d'où J||(7, Ikh) = etEÉlest vérifié. 

Supposons donc r] & K, alors est non ramifié et K^j := K Ci Gn{F) est encore un sous- 
groupe hyperspécial de (F) par 18.131 

Prenons un ensemble de représentants {6j}jçj de 0^^{ô)/con^. Soit Jq l'ensemble des j £ J 
tel que 0{ôj) H K / 0. D'après [26| 5.11, on peut prendre les ôj {j G Jq) avec décompositions 
de Jordan topologiques de la forme 

6j = exp(Xj)??, 

oià {Xjljgjg forment un ensemble de représentants des classes de conjugaison dans Qrj coupant 
îr, dans O'^t(X). On a 

Jnd^^ M = Yl A(exp(X,)r?, exp(y)e) Jè(exp(X,)7y, /k). (32) 
ieJo 

Notons comme précédemment C QrjiF) le sous-réseau hyperspécial associé à K^^. Grâce à 
I8.13t pour tout j G Jq on a 

J^{exp{Xj)r]jK) = Jcr^iXj, \). 
Prenons des paramètres pour 0{r]) et 0{e) comme dans la preuve de 18.81 On a 





= \[U{Wu,K) 

u 


X Sp(VF+ 


) X Sp(t^_), 


K' 


u 


X so(y|,, 


gV)xSO(y:,g'_), 




u 


X SO(y[', 


g'[)xSO(y:',ç':) 


H, 


= H'^, X H';„. 







Introduisons aussi les objets X±, Xu, Y±, Yu, etc.. dans ^7.11 Les mêmes arguments qu'en 
18.81 permettent d'exprimer Jjj q^J, Jk) comme un produit ([1^ Ju)J+J- avec 

Ju = JuÇYu) '■= ^u{Yu, Xu)Ju(Wu,hu)i-^u, fu), 

J+ = J+(y+) := ^ A+(y+,X+)Jsp(H/+)(X+,/+), 

J = := ^ A_(y_,x_)Jsp(H/_)(x_,/_). 

Ces expressions sont, pour l'essentiel, composées des intégrales endoscopiques pour les groupes 
classiques et des intégrales orbitales stables auxquels le transfert non standard s'applique (cf. 
la démonstration de 18. 8p . 

Supposons que H^: n'est pas non ramifié. On a vu que J|J(7, ^Kh) = dans ce cas. D'autre 
part, un résultat de Kottwitz ([6j 7.5) adapté aux algèbres de Lie montre qu'au moins l'un des 
Ju, J+, J- s'annule, d'où Jjj (ji'J, Îk) = et 15.231 est vérifié. 

Supposons désormais Hf, non ramifié. C'est loisible de supposer e € Kh et dans ce cas 
KH,e '■= Kh n H^{F) est un sous-groupe hyperspécial de H^{F) ([26| 5.3 (iii),(v)). Notons 
îe C f)e(-F) le sous-réseau hyperspécial associé. On le décompose en des réseaux hyperspéciaux : 

u 

iH,ucu{v:,h'j(Bu{v:,h:), 
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Alors la descente des intégrales orbitales stables 5.11) donne 

J1^{i,1k„) = JhXYAî„) 

= Jh,u ■ Jh,+ ■ Jh-, 

u 

OÙ 

Comme les hypothèses dans ^7.21 sont satisfaites, les facteurs de transfert A, (• G {n, +, — }) 
sont normalisés au sens de [26] §4.7 d'après 17.231 Les arguments qui restent sont analogues 
à ceux pour 18.81 sauf que l'on utilise le lemme fondamental sur les algèbres de Lie pour les 
groupes classiques et le lemme fondamental non standard sous la forme de 18.71 Le bilan est que 
Ju = Jh,u, J+ = Jh,+ et Jh,--, ce qui achève la démonstration. □ 



Jh,u '■= 
Jh,+ '■= 
Jh,- := 
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